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Streszczenie

Geometria tkanin to obszerna i dobrze zbadana dziedzina matematyki. Do tej pory znala-
zta ona szereg rozmaitych zastosowan w wielu obszarach nauki. Jednym z nich jest fizyka
matematyczna, gdzie przyktadowo tzw. tkaniny Veronese stanowia wazny budulec teorii
uktadéw bihamiltonowskich. Warto tu zwréci¢ uwage, ze wychodzac o krok poza ramy
klasycznej definicji tkaniny napotkamy w tym obszarze prawdziwe bogactwo struktur po-
siadajacych naturalne catkowalne dystrybucje styczne, takie jak struktury bilagranzowskie,
ktorych zrodto lezy w rozwazaniach dotyczacych kwantowania geometrycznego, czy folio-
wane rozmaitosci pseudoriemannowskie utwierdzone w kanonie numerycznej ogélnej teorii
wzglednosci pod postacia formalizmu 3+1 ADM. Strukturom tym zwyczajowo nie nadaje
sie nazwy ,,tkanina”, gdyz jest ona zarezerwowana jedynie dla tych uktadéw foliacji, ktore
posiadajg nietrywialng rézniczkowo-geometryczng strukture lokalna. Niemniej, pomimo
jej braku z punktu widzenia geometrii rézniczkowej, w natywnej geometrii wybranego
zagadnienia nietrywialna struktura lokalna tych obiektéw staje sie jawna i namacalna.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie wynikéw podstawowych badan struktury
lokalnej tkanin w geometriach bogatszych niz geometria rézniczkowa. Skupimy si¢ w niej
na tkaninach w geometrii unimodularnej oraz w geometrii symplektycznej, kontynuujac
wstepne badania S. Tabachnikova zawarte w jego pracy z 1993 roku. Zaprezentujemy
szereg konstrukcji nowych niezmiennikéow lokalnych tkanin w obecnosci formy objetosci,
2-tkanin lagranzowskich (znanych jako struktury bilagranzowskie) oraz generycznych 2-
tkanin symplektycznych. Wérod opisanych niezmiennikéw znajduja sie zaréwno te natury
krzywiznowej, indukowane przez naturalne koneksje niezmiennicze charakterystyczne dla
poszczegblnych geometrii, jak i ich czysto geometryczne odpowiedniki, inspirowane kla-
sycznym zjawiskiem holonomii 3-tkaniny dostrzezonym przez W. Blaschkego i G. Bola
w latach 30. XX wieku. Nastepnie zastosujemy je w celu odnalezienia postaci normal-
nych niektérych tkanin wzgledem formy objetosci lub formy symplektycznej przestrzeni
tta. Podamy réwniez przyktady zastosowan wyprowadzonej teorii w szeroko pojetej fizyce
matematycznej, w tym w numerycznej relatywistyce.

Stowa kluczowe: foliacje, formy réozniczkowe, geometria rézniczkowa, geometria sym-

plektyczna, koneksje liniowe, postacie normalne, tkaniny



Abstract

Web geometry is a vast, well-developed field of mathematics, with many applications
in various domains of human knowledge. Some of its most celebrated contributions are
to mathematical physics, where, for example, the notion of Veronese web has become a
basic building block of the theory of bi-Hamiltonian systems. It is worthwhile to note
that, by stepping slightly outside of bounds of classical definitions, one finds there a true
wealth of geometrical structures carrying several natural integrable tangent distributions,
such as bi-Lagrangian structures, the source of which can be traced back to research on
methods of geometric quantization, and foliated pseudo-Riemannian structures, widely
used in numerical relativity via ADM 3+1 formalism. It has become the norm that these
structures are not designated with the term “web”, which is traditionally reserved for
systems of foliations with nontrivial differential-geometric local structure. Nevertheless,
despite its local triviality from the point of view of differential geometry, its local structure
in the native geometry of the setting becomes apparent and tangible.

The goal of this thesis is to present a systematic study of webs in geometries richer than
ordinary differential geometry, focusing specifically on the geometry of volume preserving
transformations and symplectic geometry. Our work continues the preliminary research
of S. Tabachnikov outlined in his work from 1993. We construct novel local invariants of
webs in unimodular geometry, Lagrangian 2-webs and generic symplectic 2-webs. Some of
these invariants include differential invariants derived from curvatures of certain natural
linear connections invariant under the mappings defining the geometry, and their purely
geometric counterparts, inspired by the classical planar 3-web holonomy phenomenon
described by W. Blaschke and G. Bol in 1930s. Using these, we derive local normal forms
of some of the webs in question with respect to the ambient volume or symplectic form.
We also provide applications of the developed theory in mathematical physics, including
numerical relativity.

Keywords: foliations, differential forms, differential geometry, linear connections,

normal forms, symplectic geometry, webs
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Rozdziat 1

Wprowadzenie

W obecnych czasach rozwijanych jest wiele obszaréw matematyki, ktorych gtéwnym obiek-
tem zainteresowania sg struktury geometryczne indukujace pewna ilos¢ foliacji przestrzeni
tta. Za przyktady takich struktur moga postuzy¢ m.in. pary symplektyczne umozliwiajace
konstrukcje dwoch foliacji, ktore sa do siebie wzajemnie skosnie-ortogonalne wzgledem
formy symplektycznej tla [§]; rozmaitosci bilagranzowskie, ktére z definicji wyposazone sa,
w forme symplektyczna oraz dwie foliacje o lisciach lagranzowskich |20, 21, 51| grajace role
rzeczywistych odpowiednikéw podwdjnych polaryzacji przestrzeni fazowej w geometrycz-
nych ujeciach mechaniki kwantowej [28|; struktury parakdihlerowskie |3| |16] sktadajace sie
z catkowalnej struktury prawie produktowej oraz zgodnej z nig metryki neutralnej, ktore
okazuja sie by¢ w odpowiedniosci jeden do jednego z rozmaito$ciami bilagranzowskimi;
a takze foliacje na rozmaitosciach pseudoriemannowskich, czesto uzywane w numerycznej
relatywistyce w celu ustalenia ,0si czasu” poprzez wskazanie rodziny hiperpowierzchni
jednoczesnosci na zadanej czasoprzestrzeni |4} 7, 25, 138].

Te sposréd n-tek foliacji, ktérych przestrzenie styczne do lisci w dowolnym punkcie
znajduja sie w potozeniu ogdlnym wzgledem siebie nawzajem, nazywa si¢ tradycyjnie n-
tkaninama |9} 115 24, 44]. Juz na poczatku XX wieku pojawity sie pierwsze prace wyrdznia-
jace takie krotki foliacji. Odkrycie Thomsena i Blaschkego z 1927 roku wigzace wtasnosci
tzw. powierzchni izotermicznie-asymptotycznych z wycinanymi przez nie trzema rodzi-
nami krzywych w polozeniu ogdlnym na rzutowej plaszczyznie w nieskoriczonosci [49]
stanowito poczatek obfitego w ciekawe odkrycia programu badawczego ukierunkowanego
na zrozumienie geometrii tkanin. Badania te kontynuowane sa do dzis w wielu miejscach

na Swiecie |24} |44].



Wiele stron rozmaitych publikacji matematycznych po$wiecono opisaniu struktury lo-
kalnej ogélnych tkanin [9, [24} 40], zagadnieniu algebraizacji tkanin |14} |44] a takze zasto-
sowaniom tych struktur, m.in. w fizyce matematycznej (23,30, |35 43]. Zagadnienie, ktére
poruszamy w niniejszej rozprawie, znajduje si¢ w jednej z mniej obleganych, cho¢ (zda-
niem autora) réwnie interesujacych i warto$ciowych, nisz tego ekosystemu. We wspdlcze-
snej literaturze trudno jest bowiem spotkac sie z badaniami podstawowymi dotyczacymi
lokalnych wlasnosci tkanin w geometriach bogatszych, niz geometria rézniczkowa (za kil-
koma ciekawymi wyjatkami, np. [34, 48]). Celem tej pracy jest rzucenie $wiatla na ten
obszar wiedzy. Skupimy sie na lokalnych wtasnosciach tkanin w geometrii unimodularnej
oraz w geometrii symplektycznej, wskazujac lokalne niezmienniki krzywiznowe pocho-
dzace od naturalnych koneksji stowarzyszonych z ustalona tkaning, konstruujac lokalne
niezmienniki geometryczne pozwalajace w intuicyjny sposob interpretowaé trywialnosé
tkanin w danej geometrii, a takze czyniac pierwsze kroki w ogdlnych zagadnieniach kla-
syfikacyjnych kietkéw tkanin, prezentujac rozmaite postacie normalne oraz kanoniczne
tkanin. Wyniki zawarte w tej pracy stanowia rozwiniecie publikacji autora [18] dotycza-
cej tkanin w geometrii unimodularnej oraz nieopublikowanego jeszcze manuskryptu [19]
zawierajacego czesciowe wyniki dotyczace lokalnych niezmiennikéw tkanin w geometrii
symplektycznej.

W dalszym ciggu wstepu zaprezentujemy w bardziej szczegdtowy sposéb przedstawione
wyzej wyniki oraz stojaca za nimi motywacje, zwracajac szczegdlng uwage na to, co taczy
wszystkie nasze podejécia do zagadnien w poszczegdlnych geometriach. Wprowadzimy tu
rowniez podstawowe definicje oraz elementarne fakty dotyczace rozpatrywanych przez nas
tkanin. Kolejne rozdziaty pracy zawierajg formalng prezentacje wynikow uzyskanych przez

autora. Dotyczaca one kolejno
o Rozdziat [2] — tkanin w geometrii unimodularnej,
o Rozdzial [f] - struktur bilagranzowskich,
o Rozdziat {4 — generycznych tkanin symplektycznych.

Zanim przejdziemy dalej, poswie¢my kilka kolejnych stron na to, by umiesci¢ wspomniane

wyniki w szerszym kontekscie dotychczasowych badan nad tkaninami.
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Rysunek 1.1: Tkanina okre$lona na fragmencie plaszczyzny potozonym pod krzywa osobliwg. Sklada
sie ona z trzech foliacji: rodziny poélprostych sycznych do lewej galezi ostrza skierowanych w gére, ana-
logiczna rodzina pétprostych dla prawej galezi, oraz rodzina polprostych stycznych do obu galezi ostrza

skierowanych w doél. Zwr6émy uwage na szedciokaty utworzone przez kolejne liscie tkaniny.
1.1 Szkic klasycznej teorii tkanin

Jeden z najbardziej znanych wynikéw klasycznej teorii tkanin Blaschkego, Bola i Thom-
sena, stanowigcy inspiracje dla szeregu rezultatow przedstawionych w niniejszej rozprawie,
dotyczy rézniczkowo-geometrycznej charakteryzacji prostowalno$ci 3-tkanin na plaszczyz-
nie [9, 44]. Opiszmy ten wynik w kilku akapitach.

Wyobrazmy sobie trzy rézne foliacje Fi, Fy, F3 okreslone na podzbiorze otwartym U
plaszczyzny R? skladajace sie z krzywych przecinajacych sie parami transwersalnie w
dowolnym punkcie p € U (Rysunek . Ustalmy punkt centralny p € U oraz liscie
Ly, Lo, Ly foliacji JFi, Fa, F3 przecinajace punkt p odpowiednio. Jezeli punkt ¢ € L,
znajduje sie dostatecznie blisko punktu p, li¢ foliacji F» przecinajacy ¢, przetnie rowniez
krzywa Lo w punkcie ¢o. Nastepnie biorac lis¢ foliacji F3 przecinajacy ¢ uzyskamy kolejny
punkt przecigcia g3 € L3, by nastepnie utworzy¢ analogicznie punkty g4 € Ly, q5 € Lo,
gs € L3 oraz finalnie ¢; € L; (Rysunek . Punkty te taczy krzywa kawatkami gladka
Vp.qn Utworzona z fragmentéw lisci kolejnych foliacji. Méwigc nieprecyzyjnie, 3-tkanina
W = (Fi, Fa, F3) na U C R? jest heksagonalna, gdy kazda taka krzywoliniowa tamana
Vp,qn jest krzywa zamkniety dla wszystkich p € U oraz punktéw ¢ € L € F; znajdujacych
sie dostatecznie blisko p.

Twierdzenie charakteryzacyjne Blaschkego-Thomsena mowi, ze wlasno$¢ heksagonal-
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Rysunek 1.2: Nie kazda 3-tkanina na ptaszczyznie jest tkaning heksagonalna.

nosci 3-tkaniny W = (F, Fe, F3) na plaszczyznie jest warunkiem réwnowaznym jej
prostowalnosci, czyli mozliwosci doboru takiego lokalnego uktadu wspétrzednych (z,y)

o srodku w dowolnym ustalonym punkcie dziedziny p, by przestrzenie styczne do lisci
TF,={veTR?:3pcrveTL} (1.1.1)

spetniaty T'F; = ker dy, TF, = ker dx oraz T'F3 = ker(dx+dy) |44, Theorem 1.2.4]. Wynik
ten dowodzi sie wiazac ten warunek z trzecim warunkiem réwnowaznym, mianowicie z
ptaskoscia tzw. koneksji Cherna stowarzyszonej z tkaning W [2].

Koneksja ta stuzy w pewnym sensie za prototyp dla pozostatych koneksji rozpatrywa-
nych w rozprawie. Z tego powodu zaprezentujemy ja ponizej w sposdb w petni formalny.
Podczas gdy standardowa (i jednoczes$nie oryginalna [12]) konstrukcja koneksji Cherna
postuguje sie formami rézniczkowymi i formalizmem reperu ruchomego Cartana, zapropo-
nujemy tu prezentacje niestandardowa wykorzystang m.in. w [40] — nieco mniej przyjazna,
rachunkom, lecz dobrze oddajaca pewng geometryczng intuicje, ktora mozna zastosowaé
przy badaniu innych koneksji stowarzyszonych z tkaninami w réznych geometriach. Zré6-

dlem tej intuicji jest pojecie koneksji Botta.

1.1.1 Koneksja Botta

Niech dana bedzie foliacja F rozmaitosci M. Koneksja Botta stowarzyszona z F to konek-

sja czesciowa DT : T(TF) x T(TM/TF) — T(TM/TF) dzialajaca wzdtuz wiazki TF

12



wektoréw stycznych do lisci foliacji F zadana wzorem

D%q(Y) = q([X,Y)), (1.1.2)

gdzie ¢ : TM — TM/TF jest odwzorowaniem ilorazowym. Zauwazmy, ze obiekt ten nie

jest koneksja w Scistym tego stowa znaczeniu, poniewaz nie pozwala on rézniczkowac cieé

TM/TF wzdtuz wektoréw, ktore nie sg styczne do lisci F. Pod kazdym innym wzgledem

zachowuje si¢ on jak prawdziwa koneksja. W szczegdlnosci:

(1)

D7 jest dobrze okreslone. Dla ciecia X € I'(TF) oraz pdl wektorowych Yy,Y, €
X(M) takich, ze q(Y1) = ¢(Y2), mamy bowiem Y; — Y; € I'(T'F). Z inwolutywnosci
dystrybucji stycznej TF otrzymujemy, ze [X,Y; — Ys] € T'(TF), a zatem z C*°(M)-

liniowosci homomorfizmu wigzek ¢ uzyskujemy
D%q(Y1) = q([X, 1)) = ¢([X, Ya]) = D%q(Ya), (1.1.3)
co nalezalo wykazac.

D7 jest odwzorowaniem C°° (M )-liniowym ze wzgledu na pierwszy argument. Biorac

bowiem X,Y € I'(T'F), Z € X(M) oraz f,g € C*(M) docieramy do

D)]‘-—X—ngq(Z) =q([fX +gY, Z])
=f-q(X,Z) +g- qY,2]) — (Zf)@—(zg)@ (1.1.4)
= f-DEq(Z) + g DLq(2), =0 =0

co z dowolnosci wyboru f, g, X, Y7, Ys prowadzi do tezy.

D7 jest odwzorowaniem R-liniowym ze wzgledu na drugi argument, co wynika na-
tychmiast z C°°(M)-liniowosci homomorfizmu wiazek ¢ oraz R-liniowosci nawiasu

Liego.

D7 jest rézniczkowaniem ze wzgledu na drugi argument. Wynika to z bezposredniego
rachunku podpartego analogiczna wlasnoscia nawiasu Liego. Dla f € C°°(M) oraz
X e(TF),Y € X(M) mamy
Dx(fa(Y)) = Dx(a(fY)) = a([X, fY]) = ¢(f[X,Y]) + a(X ))Y) (1.15)
=f-a((X.Y]) + (X fa(Y) = f- Di(a(Y)) + (X fla(Y),

co stanowi szukang wlasnosé¢ D7 .

13



Zauwazmy, ze dobra okreslonoéé¢ koneksji Botta D7 opiera sie w zasadniczy sposéb na
inwolutywnoéci dystrybucji stycznej TF. Co wiecej, , koneksja” ta jest plaska, co oznacza,
ze endomorfizm krzywizny R(X,Y) = [D%, D{|=D{y y, jest zerowy dla wszystkich X, Y €
['(TF). To pozwala wybraé¢ w otoczeniu dowolnego punktu p € M uktad D7 -réwnolegtych
cie¢ lokalnych wiazki T'M /T F wewnatrz lokalnego uktadu wspétrzednych (21, xo, . .., T),
w ktérym TF = OF_, ker dz;. Stosujac definicje koneksji Botta mozna tatwo pokazaé, ze
takim ukladem jest np. q(a%i) dlat=1,2,..., k.

Zalézmy teraz, ze do naszej dyspozycji oddane sg dwie foliacje F, G o lisciach wymiaru
k oraz dim M — k odpowiednio, ktérych liScie przecinaja si¢ transwersalnie. W tej sytuacji
mamy mozliwos¢ roztozenia przestrzeni stycznej 7'M na sume Whitneya wiazek stycznych

do obu foliacji TM = TF @& TG, co dostarcza nam dwdch rzutowan
nr:TM — TF; v vr, wg:TM — TG; v vg, v = vF + Vg, (1.1.6)

ktére opuszczaja sie do izomorfizméw wiazek TM /TG ~ TF oraz TM/TF ~ TG odpo-
wiednio. Gdy wykorzystamy powyzsze utozsamienia, koneksje Botta mozna zapisa¢ jako
D7 :T(TF) x I(TG) — T(TG); DY = (fgo D% o7ig")(Y) = mg[X,Y], 117)
1.1.7

DY :T(TG) x I(TF) = T(TF); DY = (7o D orz )(Y) =ns[X,Y],
gdzie 7x : TM/TG — TF, 7g : TM/TF — TG sa izomorfizmami indukowanymi przez
7x, mg odpowiednio. Ze wzgledu na to, ze Tx oraz 7ig sa C°°(M)-liniowe, odwzorowania
okreslone powyzszymi wzorami réwniez maja wszystkie wtasnosci tradycyjnych koneks;ji.
Gdy w przysztoéci bedziemy méwi¢ o koneksji Botta zwiazanej z para foliacji, bedziemy

mie¢ na mysli doktadnie koneksje okreslone przez (|1.1.7)).

1.1.2 Koneksja stowarzyszona z tkaning

Niech teraz dana bedzie 3-tkanina W = (F, G, H) okreslona na rozmaitoéci M wymiaru
2n sktadajaca sie z foliacji F,G,H kowymiaru n, ktérych lidcie przecinajg sie parami
transwersalnie. W celu zdefiniowania koneksji Cherna 3-tkaniny W postuzymy sie roz-
ktadem wiazki stycznej na sume Whitneya T'M = T'F & TG, ktéry jest mozliwy dzieki
zalozeniu o transwersalnosci przecie¢ T'F z T'G. Przestrzen styczna do lisci trzeciej foliacji

TH stanowi tu dodatkows strukture, przy pomocy ktérej zdefiniujemy izomorfizm wigzek
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TF ~TG. Za ten izomorfizm odpowiadajg dwa wzajemnie odwrotne odwzorowania

a:TF—STM=TGDHTH - TG; a(v) = vg, 18

B:TGTM=TFOTH —TF;,  Bw) = wy, —
gdzie dowolne wektory v € TF oraz w € T'G zapisuja sie w sposdb jednoznaczny jako
v =1vg — vy oraz w = wr — wy dla pewnych vg € TG, wr € TF oraz vy, wy € TH.

To, ze oba rzuty sa izomorfizmami wiazek, potwierdza bezposredni rachunek: gdy
v € TF spetia a(v) = 0, to z definicji a wektor v lezy w TF NTH = {0}, a zatem
ker a = {0}. Wraz z faktem, ze « jest homomorfizmem wiazek wektorowych wymiaru n,
dowodzi to, ze a jest odwracalne. Ponadto mamy «(f(w)) = w, gdyz w = S(w) — u dla
u € TH, a wiec jednoczesnie f(w) = a(fB(w)) — z dla pewnego z € TH oraz f(w) = w+u.
7. jednoznacznosci rozktadu wektorow w sumie Whitneya TM = TF & T'H dostajemy
zatem z = —u oraz réwno$¢ B(w) = a~!(w) dla wszystkich w € T'G.

Zgodnie z [40, Theorem 1.6] dla kazdej 3-tkaniny W okreslonej na rozmaitosci wymiaru
2n o liciach kowymiaru n przecinajacych sie parami transwersalnie w kazdym punkcie
istnieje doktadnie jedna koneksja afiniczna V : X(M) x X(M) — X(M), ktérej dziatanie
stanowi R-liniowe rozszerzenie dziatania obu koneksji Botta D7, DY stowarzyszonych z
parg foliacji F,G na parach pdl wektorowych stycznych do réznych foliacji uzupetnione

Wwzorenmnl

VxY = (a oD} oa)(Y) dla X,Y € I'(TF) oraz "

VxY =(B'oD%opB)(Y) daX,YeI(TG), )
polegajacym na sprzezeniu dzialania koneksji V z izomorfizmem T'F ~ T'G dla par pdl
wektorowych stycznych do tej samej foliacji (Rysunek . Tak okreslona koneksja nosi
nazwe koneksji Cherna tréjki (F, G, H) |40, Definition 1.7].

Twierdzenie Blaschkego [40, Theorem 3.8] orzeka, ze 3-tkanina okreslona na rozma-
itodci wymiaru 2 jest heksagonalna wtedy i tylko wtedy, gdy jej koneksja Cherna jest pta-
ska. Fakt ten stanowi przyktad zjawiska polegajacego na tym, ze wlasnosci geometryczne
tkaniny odzwierciedlaja si¢ w ksztalcie infinitezymalnych niezmiennikéow rézniczkowo-
geometrycznych. Zjawisko to ma miejsce rowniez w innych geometriach, o czym prze-
konamy si¢ o tym m.in. w Rozdziale dotyczacym tkanin w geometrii unimodularnej
opisujacym pewna konstrukcje geometryczng inspirowang klasycznym pojeciem heksa-
gonalnosci 3-tkanin, ktérej trywialno$é pociaga za soba ptasko$é kanonicznej koneksji

liniowej stowarzyszonej z para ztozong z tkaniny oraz formy objetosci tta.
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Rysunek 1.3: Przesuniecie réwnolegle P, (v) wektora v = a(v) — vy € TpF dla a(v) € T,G oraz
vy € Tp,H wzgledem koneksji Cherna V wzdtuz krzywej v lezacej w catosci na lidciu foliacji F laczacej
punkty p i ¢. Skoro dla pdl wektorowych X,Y € I'(T'F) zachodzi a(VxY) = Vx(a(Y)), prawdziwa jest
réwniez tozsamosé a(Py(v)) = Py(a(v)), co pozwala obliczyé przesuniecie réwnolegle wektora v € T, F

wzgledem V przy pomocy przesuniecia réwnoleglego wzgledem koneksji Botta DY wektora a(v) € 7T, »G.

Zarowno wyzej wymieniona koneksja kanoniczna tkaniny w geometrii unimodularnej,
jak i pozostate koneksje zdefiniowane w tej pracy, konstruujemy w oparciu o intuicje
geometryczng zaczerpnieta z powyzszej definicji koneksji Cherna. Aby silnie zwiazaé te
koneksje ze strukturg tkaniny ¥V wymagamy, by ich dziatanie wzdtuz lisci jednej z foliacji
F tkaniny W na polach stycznych do mozliwie najwiekszej iloSci pozostatych foliacji G
tkaniny W réwniez redukowalo sie do dziatania koneksji Botta D7 stowarzyszonej z para
F,G. Dzialanie na polach wektorowych stycznych do F odzyskujemy w oparciu o do-
datkowa strukture geometryczna okreslong na przestrzeni tlta wymagajac, by byla ona
zachowywana przez dziatanie koneksji. W przypadku 3-tkanin W = (F,G,H) o folia-
cjach kowymiaru n w przestrzeni wymiaru 2n dodatkowa strukturg jest trzecia foliacja
‘H; istotnie, wzor na dzialanie koneksji Cherna V mozna dookresli¢ korzystajac z warunku
V,T7H C TH dlav € TM |40, Theorem 1.8]. Pelne dziatanie koneksji kanonicznej €2 pary
(W, Q), gdzie W jest m-tkanina kowymiaru 1 na rozmaitosci m-wymiarowej M, a €2 jest
forma objetosci na M, bedzie z kolei wyznaczone przez warunek V{2 = 0. Podobnie,
dzialanie koneksji kanonicznej rozpatrywanej w Rozdziale [3| struktury bilagranzowskiej
(M,w, F,G) mozna odzyska¢ z warunku Vw = 0, gdzie w jest forma symplektyczna prze-

strzeni tta. W wymienionych wyzej przypadkach struktura tta (trzecia foliacja, forma
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objetosci, forma symplektyczna) indukuje izomorfizm « miedzy wiazka styczna T'F do
jednej z foliacji tkaniny W a wigzka wektorowa stowarzyszong z wiazka T'G pewnej nie-
zmienniczej foliacji G, ktorej dystrybucja styczna dopelnia dystrybucje T'F wewnatrz
T M. Warunek zachowywania przez koneksje struktury tta odzwierciedli si¢ w przemien-
nosci odwzorowania « i dziatania V, X wzdtuz v € T'F na polach X € I'(T'F). Relacja ta
przebiegajaca po wszystkich foliacjach F tkaniny W okresli koneksje V w sposéb jedno-
znaczny za pomocs « oraz koneksji Botta D7, jak w przypadku koneksji Cherna.

Koneksje powstate w oparciu o ten proces wyraznie ubogacaja strukture lokalng tkanin
w rozpatrywanych przez nas geometriach. Wiezy natozone na grupe odwzorowan zachowu-
jacych zadang tkanine przez strukture geometryczng tta sprawiaja, ze w wielu geometriach
obserwujemy lokalne niezmienniki tych tkanin, ktére nie moga posiadaé¢ Zadnych niezmien-
nikéw lokalnych natury rézniczkowo-geometrycznej. Dzieje si¢ tak na przyktad wtedy, gdy
w danej 3-tkaninie W = (F, G, H) na plaszczyznie zastapimy foliacje H forma objetosci
(lub réwnowaznie: forma symplektyczna) w. Z powstala w ten sposéb para (Wy,w) dla
Wy = (F, G) stowarzyszona jest koneksja kanoniczna V z potencjalnie nietrywialnymi nie-
zmiennikami krzywiznowymi pomimo, ze sama tkanina W jest prostowalna, czego prosty
dowdd podamy niebawem w Stwierdzeniu [I.1}

Niezmienniki tkanin tego rodzaju mozna uznaé za bardziej fundamentalne w kontekscie
rozpatrywanych geometrii. Moga mie¢ one istotne znaczenie réwniez przy badaniu tkanin
posiadajacych nietrywialng rézniczkowo-geometryczng strukture lokalng. Dla przyktadu:
3-tkanina W = (F, G, H) okreslona na plaszczyznie R? z forme objetoéci w posiada trzy
2-podtkaniny W) = (F,G), Wy = (F,H), W5 = (G, H) o wlasnych lokalnych niezmienni-
kach unimodularnych rzutujacych na posta¢ pierwotnej tkaniny V. Znane sa co prawda
ciekawe prace opisujace z powodzeniem lokalnie nietrywialne tkaniny w bogatszych geome-
triach [34]. My skupimy sie jednak na tkaninach pozbawionych lokalnych niezmiennikéw
natury rézniczkowo-geometrycznej mogacych odwies¢ nasza uwage od kwestii najbardziej
podstawowych, nad ktérymi warto sie pochyli¢ w pierwszej kolejnosci. W tym celu wpro-

wadzimy teraz szereg poje¢, ktore umozliwiag nam dalszg dyskusje.
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1.2 Wstepny opis wynikéw badan

1.2.1 Wstepne definicje i oznaczenia

W tej pracy skupimy nasza uwage na n-tkaninach W = (Fy, Fa, ..., Fy,) zlozonych z n
foliacji rozmaitosci M wymiaru m spetniajacych tacznie

codim ﬁ T,F: = zn: codim T, F; = m (1.2.1)

i=1 i=1

w kazdym punkcie p € M. Warunek ten, ktéry mozna odczytaé jako warunek potoze-
nia ogolnego przestrzeni stycznych do lisci foliacji tworzacych tkanine w zadanym punk-
cie p € M, gwarantuje nam istnienie lokalnego uktadu wspétrzednych (1, o, ..., )
o $rodku w p, w ktorym foliacje tkaniny W przyjmuja postaé¢ rodzin réwnolegtych pod-
przestrzeni afinicznych R™. Uklady te beda towarzyszy¢ nam w niemal wszystkich ra-
chunkach dotyczacych tkanin i ich relacji z forma objetosci, dlatego warto przedstawié je
w sposob czysto formalny.

Przyjmijmy nastepujace oznaczenia. Okreslmy liczby m; = 0 oraz m;; = i_, codim Fy
dlai =1,2,...,n. Przy ich pomocy zdefiniujmy rozbicie zbioru indekséw [m] = {1,2,...m}
na podzbiory

mo={m;+1,m;+2,....mi1} C[ml. (1.2.2)

Indeksy k£ € m; w nich zawarte odpowiadajg tym wspotrzednym xj, ktérych ustalenie

okresla podzbior otwarty liscia foliacji F; zawarty w dziedzinie wspolrzednos$ciowe;.

Stwierdzenie 1.1. Niech W = (Fi,...,F,) bedzie n-tkaning na M oraz niech dim M =
m. Dla dowolnego ustalonego punktu p € M istnieje mapa (U, @) z lokalnym ukladem
wspdlrzednych ¢ : U — R™; o(q) = (x1(q),...,xm(q)) spelniajecym o(p) = 0 oraz
TF; = Nkenr, ker dxy,.

Dowdd. Niech ¢; = codim F;, m; = 0 oraz m;;q = 271’;;:1 ¢, dla1=1,2,...,n. Z definicji
foliacji F; mozemy wybraé lokalny uktad wspétrzednych (z;1,...,%im) o Srodku w p
taki, TF;, = N, kerdz; ;. Wtedy przyjmujac za zp,,+p = v dla k = 1,2,...,¢; oraz
1 =1,2,...,n uzyskujemy

dim ker dy,, = dim ﬂ ker dz;, = dim ﬂ (ﬂ ker dmi7k>
k=t == (1.2.3)
:dimﬂTE:m—codimﬂT}"iO.

i=1 =1
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Otrzymalismy, ze dp, jest izomorfizmem liniowym, wigc z twierdzenia o lokalnym dyfeo-
morfizmie za szukana mape mozna przyjac¢ (U, @), gdzie U jest pewnym dostatecznie

maltym otoczeniem p € M. O]

Dwie n-tkaniny W, Wy okre$lone na M oraz N uznamy za réwnowazne, gdy ta-
czy je dyfeomorfizm ) : M — N speiajacy di)(TF;) C TG,q) dla pewnej permutacji
o € S,. W ten sam sposob okreslamy pojecie réwnowazno$ci dwoch kietkéw tkanin w
zadanych punktach. Odwzorowanie ¢ nazywamy lokalng rownowaznoscig tkanin gdy kie-
tek odwzorowania ¢ w dowolnie wybranym punkcie p € M jest rownowazno$cia kietkow
tych tkanin. Gdy pracujemy w bogatszych geometriach, tkaniny okreslone sg na rozmaito-
Sciach wyposazonych w dodatkowa strukture geometryczna, na przyktad w forme objetosci
Q lub forme symplektyczna w. W tym wypadku wymagamy, by dyfeomorfizm zadajacy
rownowazno$¢ tkanin dodatkowo zachowywat te strukture. Méwimy na przyktad o réwno-
wazno$ciach unimodularnych, gdy ¢*Q = €2, lub réwnowaznosciach symplektycznych, gdy
¢*w = w. Czesto odpowiednia geometria bedzie wynika¢ z kontekstu — wtedy bedziemy
konsekwentnie pomija¢ powyzsze przymiotniki.

W dalszym ciggu pracy bedziemy wielokrotnie wyroznia¢ tkaniny kowymiaru 1, czyli
n-tkaniny W = (Fy, ..., Fy), ktérych foliacje sktadowe speliaja codim F; = 1. Ogdlniej,
kowymiarem n-tkaniny W nazwiemy krotke (codim F7, ..., codim JF,,).

Zgodnie z powyzszymi oznaczeniami uktad wspétrzednych, ktérego dotyczy Stwierdze-
nie(l.1], mozna traktowac jako réwnowaznos¢ kietka tkaniny YW w punkcie p oraz n-tkaniny
ztozonej z rodzin podprzestrzeni afinicznych R™. W szczegdlnosci oznacza to, ze wszystkie
kietki n-tkanin tego samego kowymiaru spetniajace warunek potozenia ogdlnego (|1.2.1))
sg lokalnie rownowazne. Wynika stad, ze n-tkaniny w naszym ujeciu istotnie pozbawione

sg struktury lokalnej.

1.2.2 Tkaniny w geometrii unimodularnej

Wsréd n-tkanin W = (Fy, ..., F,) okreSlonych na rozmaitosci M wymiaru m wyposazo-
nej w forme objetosci 2 (lub krétko: na (M, Q)) wyrdznia sie tkaniny lokalnie trywialne.
Sa to te tkaniny, dla ktérych wokoét dowolnego punktu p € M mozna znalezé uktad
wspolrzednych (z1,...,2,,), w ktérym kazda foliacja przyjmuje postaé¢ rodziny réwnole-
gtych podprzestrzeni afinicznych przestrzeni R™ przy jednoczesnym spetnieniu rownosci

Q=dxy Ndxg N\ -+ Ndx,,.

19



Przyktad 1.1. Para symplektyczna 8] nazywamy rozmaitos¢ gtadka M of wymiaru pa-
rzystego 2n wyposazona w pare zamknietych 2-form w,n spekliajacych TM = kerw @
kern. Wziecie ich sumy €2, = w + 7 jest jednym z kilku sposobéw nadania M struktury
rozmaitosci symplektycznej. Dystrybucje ker w oraz ker n) catkuja si¢ do pary dwdéch foliacji
F, G kowymiaréw 2k, 2(n—k) dla pewnej liczby naturalnej k, ktére razem tworza 2-tkanine
W okreslong na (M, 2}). W uktadzie wspotrzednych (21, ..., Zok, Y1, - - -, Yon—k)) spelnia-
jacym TF = N ker dzyy, oraz TG = ﬂi(:nl_k) ker dy; istniejacym za sprawg Stwierdzenia

formy w,n wyrazajq si¢ przez

w=> fijlx,y)de; Ndz;,  n=>_ gi(z,y)dy A dy;. (1.2.4)

1<i<j<2k 1<i<j<2(n—k)

Réwnosci dw = dn = 0 implikuja zatem, ze funkcje f;; = fi;j(x) oraz g;; = ¢:;(y) zaleza
jedynie od odpowiednich zestawéw zmiennych z = (z1,...,2) oraz y = (Y1, ..., Ya(n—k))-
Stosujac zatem twierdzenie Darboux o postaci normalnej [46, Theorem 8.1] do form wy,,
oraz 1y, dla L, = {(0,y):y € R*" M} € F oraz L, = {(z,0) : z € R*} € G otrzy-
mujemy dwa kietki w zerze dyfeomorfizméw ¢, : (R%*,0) — (R%*,0), ¢, : (R2=5 0) —
(R2(=k) 0) takie, ze kietek odwzorowania ¢(x,y) = (p.(z), p,(y)) spemia dp(TF) C T.F,
dp(TG) C TG oraz ¢*(Q2y) = Zle dxoi_1 N dxe; + Z?;f dysj—1 N dyzj. Stad mamy
@ (W) = day A+ - ANdxop Adyy A+ - - ANdyan—r), & wiee 2-tkanina WV jest lokalnie trywialna.

Tak jak w przypadku n-tkanin w geometrii rézniczkowej, kazda n-tkanina W =
(F1,...,F,) okreslona na rozmaitosci M wyposazonej w forme objetosci €2 spelniajaca
>y codimF; < dim M jest lokalnie trywialna. Wystarczy bowiem wybra¢ ze Stwier-
dzenia uktad wspotrzednych (x1, 2, ..., 2y) spetniajacy TF, = (=), kerdz; dla
1=1,2,...,n, my =0 oraz mj;; = Zizl codim Fj dla j = 1,2,...,n, a nastepnie rozcia-
gajac nierownomiernie uktad wspétrzednych w oparciu o gestosé h € C°° (M) formy obje-
tosci 2 = h(x) dxy AdzgA- - - Adx,, przy pomocy odwzorowania  — y = (Y1, .- -, Ym—1, Ym)
dla

Y1 =T1, vry  Ymel = Tn_1, ym:/o h(z1,...,Tm_1,$)ds. (1.2.5)
W ten sposéb, ze wzgledu na nieréwnos$é¢ m,, 1 < m, otrzymany uktad wspotrzednych
wciaz spetnia T'F; = ﬂ;n:jnl i kerdy; dlai=1,2,... n, przy czym zachodzi dodatkowo

Q=dy, Ndys \ - -- N\ dyp,, (1.2.6)

co dowodzi lokalnej trywialnosci tkaniny W. Gdy liczba Y7 ;| codim F; osiaga dim M,

sytuacja staje sie nieco mniej oczywista, o czym $wiadczy ponizszy elementarny fakt.
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Twierdzenie 1.2. Ustalmy foliacje F; przestrzeni R™ dla @ = 1,2,...,n generowane
przez dystrybucje styczne TF; = ﬂ;n:;; 1 kerdxy, dla pewnych liczb calkowitych 0 = my <
My < ++- < My < M1 < m. Przyjmijmy dodatkowo, Ze my41 = >, codim Fj, = m.
Dla danej formy objetosci Q@ = h(x)dxy A -+ A dx,, o gestosci h € C°(R™) tkanina
Wy = (Fi, ..., Fn) okreslona na (R™, Q) jest lokalnie trywialna wtedy i tylko wtedy, gdy
0log|h| _0
01,01

(1.2.7)

dla kazdej pary indeksow 1 < 1 < j < n oraz dla kazdych k = m; +1,... , mq, | =

mj+1,...,mj+1.

Dowdd. Zatézmy najpierw, ze W jest lokalnie trywialna. Niech y = ¢(x) bedzie zamiana
wspo6hrzednych miedzy uktadem standardowym (z1, ..., x,,) a uktadem (y1,. .., ym) spet-
Mit1

niajacym (bez utraty ogélnosci) T'F; = Ny, 1 ker dyy, gdzie Q = dy; A - - - A dy,,. Odwzo-

rowanie ¢ ma zatem postac

o(z) = (p1(x1), P2(X2), .. ., on(Xy)) dla X, = (Tpg1, - - Timgyy )y 0 =1,2,...,n. (1.2.8)

Réwnosé dy; A dys A -+ A dy,, = h(x)dxy Adzg A -+ A dx,, we wspllrzednych mozna

sformutowaé jako rownowazny jej warunek

d dip,,
h(z1, ..., 2m) ::det(iii(xl)"-(kﬁ;dzn(xn), (1.2.9)

gdzie Z%: oznacza macierz Jacobiego odwzorowania ) wzgledem zmiennych xj. Prosty
rachunek z wykorzystaniem powyzszej réwnosci potwierdza koniecznos¢ warunku ((1.2.7)).

Aby uzyskaé¢ implikacje przeciwng zauwazmy, ze warunek rownowazny ist-
nieniu n funkcji gladkich fp € C*°(R%,0) speliajacych log|h|(x1,...,zm) = fi(x1) +
<o+ fu(xy), gdzie ¢ = codim Fy dla k = 1,2,...,n. Niech teraz o(z1,...,z,) =

(p1(x1), .., ¢n(x,)) bedzie odwzorowaniem o czynnikach kartezjanskich danych przez

@i(%i) = (Tmit1, - s Ty -1, F5(x3)), gdzie

E@QZAmMemwﬂmhm*@ﬁ (1.2.10)

Bezposredni rachunek potwierdza, ze dla tak skonstruowanego odwzorowania ¢ rowna-
nie spelione jest co do znaku, a wiec kladac y = ¢(x) otrzymujemy uktad
wspohrzednych (y1,...,ym) spemiajacy TF;, = Nt kerdyy, dla i = 1,2,...,n oraz
Q = +dy; ANdys A --- A dy,,. Zamiana znaku jednej ze zmiennych dowodzi, ze W jest

lokalnie trywialna. O]
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Powyzsza obserwacja wskazuje na istnienie pewnych niezmiennikéw lokalnych tkanin w
geometrii unimodularnej speliajacych warunek ((1.2.1]) potozenia ogdlnego foliacji. Jeden

z nich mozna skonstruowac ad hoc poprzez nastepujaca konstrukcje.

Definicja 1.3. Niech W = (Fy, Fo, ..., F,) bedzie n-tkanina na (M, Q). Pole kowariant-
nych 2-tensoréw symetrycznych (W, Q) € T'(S?*(T'M)) zdefiniowane wzorem

T dloglh

l;ﬁ] k=m;+1 l=m]'+1

() drgdx, (1.2.11)

Mi41

w dowolnym uktadzie wspotrzednych (71, ..., 7,) speliajacym TF; = N2, ker dxy
dlai=1,2,...,n, gdzie Q = h(x)dzy Adxy A --- A dzx, dla pewnej funkeji h € C(M)
oraz liczb my = 0, m;; = Ziﬂ codim Fi dla j = 1,2,...,n, nagywamy tensorem niejed-

norodnos$ci n-tkaniny W wzgledem (2.

Stwierdzenie 1.4. Tensor niejednorodnosci KK(W, Q) tkaniny W = (Fi, Fa,...,Fn)
okreslonej na (M,Q) wzgledem ) jest dobrze okreslony oraz niezmienniczy ze wzgledu

na permutacje foliacji sktadowych tkaniny.

Dowdd. Niech o € S,, bedzie permutacja oraz niech (z1, g, ..., %) oraz (Y1, Y2, - - -, Ym)
beda dwoma uktadami wspétrzednych o srodku w p € M, w ktérych foliacje skta-
dowe tkaniny okreslone sa sie przez dystrybucje styczne T'F; = ﬂkm;t;#l ker dxy, oraz
TFou) = m’,?;giﬂ ker dyy,, gdzie my = 0, m; = 0, mj, = Zi:l codim Fj, oraz mjiq =

i:1 codim Fo iy dla j = 1,2,...,n. Wewnatrz tych uktadéw wspétrzednych forma obje-

tosci ) przyjmuje postac
Q= h(zx)dey Ndzag N\ -+ Ndzy, = g(y) dys Adys A -+ A dyn, (1.2.12)

dla pewnych funkcji gtadkich h, g € C°(M), ktore bez utraty ogélnosci mozna uznaé za
SciSle dodatnie. Przyjmijmy X; = (Tmp1,-- - Tmyy,) 0132 Y5 = (i1, - - - Ty, ) dla i =
1,2,...,n.iwybierzmy zamiane uktadu wspétrzednych z (z1, xo, . . ., Zn) na (Y1, Y2, - - - Ym)
przeprowadzajaca liscie foliacji F; na liScie F;. Ma ona postaé ¢(x) = (y1,...,¥n) =

(01(X601)), - - > Pn(Xo(m)))- Dzigki temu, Ze spetnia ona ¢*Q) = Q, musi zachodzi¢

ngl dgpn
h(z) = det o(1)) -+ det o(n)) , 1.2.13
(z) = de dx, 0 (Xo()) - -~ de o (Xo(n) - 9(0(x)) (1.2.13)
Wprowadzmy oznaczenie ¢, = codim Fj dla k = 1,2,...,n. Biorac moduty oraz drugie

mieszane pochodne logarytmiczne obu stron réwnania ([1.2.13]) wzgledem zmiennych z,, 14

22



oraz Tpyp dlai # j, a=1,2,... ¢ oraz f =1,2,...,¢; otrzymujemy

0 loglhl(x) _ 9 loglg o pl(x)
axmi+a 8$mj+5 B 8xmi+a awmj+6

(1.2.14)

[

2
1 . .
S 0% log|g]| (x iy OPrts (2)

OLmta axmfrb’

y=16=1 aykar'y aym,+5

gdzie k = 07'(i), | = 07!(j). By uzasadni¢ ostatnig réwno$¢ zauwazmy, ze Qs nie
zalezy od Tp,4o. Pomnézmy teraz obie strony przez drpodTmys 1 zsumujmy wyniki.
Pamietajac o tym, ze odwzorowanie ¢ (z) zalezy tylko od x; dla ¢ = o(k), otrzymujemy
L 9P log|h(x)

2.0

i#j a=1 =1 OTmra OTm1p

dxmi+01 dmmfrﬁ
ck Cl

9% log|g|
- VBl (1)) gy e .
%;lv;léz::l OYrpery Oirs Ky S Mt ( )

% S 9o
_yyoy Flosldlw) g

k#l y=15=1 Wity Ot
co zgodnie z Definicja E pokazuje, ze tensor niejednorodnosci (W, ) nie zalezy od
kolejnosci wystepowania foliacji w definicji tkaniny oraz od wyboru uktadu wspétrzednych

prostujacego W. O]

Powyzsze twierdzenia pokazuja, ze tensor ten zawiera w sobie minimalna informacje
zapewniajaca rownowaznos¢ pomiedzy jego znikaniem a lokalng trywialnoscia tkaniny.
Cho¢ przedstawiona powyzej konstrukcja moze pozostawi¢ czytelnika z niedosytem spo-

wodowanym brakiem jego interpretacji geometrycznej, w Twierdzeniach [2.14] oraz .17

wypelimy te luke wyprowadzajac ten tensor w oparciu o niezmienniki krzywiznowe in-
spirowane tymi, ktére obliczono w pracy Tabachnikova [48] dla n-tkanin na (M, Q) w szcze-
gblnym przypadku n = 2.

Tkaning W = (F,G) okreslona na (M, ) rozpatrywano tam jako strukture postaci
(M, Q,W) zwana ,2-tkaning bezdywergencyjng” (ang. divergence-free 2-web). Struktura
ta postuzyta w tym artykule za byt pomocniczy, ktorego wtasnosci pozwolity uprosci¢ po-
sta¢ normalng ogodlnej 2-tkaniny Legendre’a poprzez zwigzanie cztondéw czwartego rzedu
dodatkowymi rownosciami. W tym celu Tabachnikov wykazal, ze kazda 2-tkanina bezdy-
wergencyjna (M, Q, F,G) skladajaca sie z foliacji F,G kowymiaru k, m — k odpowiednio
wyposazona jest w kanoniczng koneksje V, ktorej krzywizna odzwierciedla w petni lokalng
strukture tkaniny.

Koneksja ta okreslona jest na wigzce wyznacznikowej det T F wiazki T'F, ktora defi-

niujemy jako wigzke wszystkich multiwektoréw n € A™~*(TF) najwyzszego stopnia. Jej
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konstrukcja przebiega z wykorzystaniem koneksji Botta D7, DY zwiazanych z parg foliacji
F, G, ktore zdefiniowano i szczegbétowo opisano w Rozdziale[1.1.1] Zauwazmy, ze koneksja
Botta DY dziata w sposéb naturalny na wiazce wyznacznikowej det TF poprzez regute

Leibniza. Postugujac sie izomorfizmem wiazek
p:det TF — (det TG)";  u(n) =n Q. (1.2.16)

zadanym przez kontrakcje argumentu z forma objetosci €2 tkaniny bezdywergencyjnej

(M,Q, F,G), koneksje V konstruujemy w nastepujacych trzech krokach.
1) Jezeli v € TG oraz n € det TF, potézmy V,n = D n.
( 1 7 U

(2) Jezeli v € TF, n € det TG oraz € € (det TG)*, zdefiniujmy (V,€)(n) = v(€(n)) —
£(DYn), gdzie vf to rézniczkowanie funkcji f € C°°(M) w kierunku v € TM.

(3) Jezeli v € TF oraz n € det TF, to poléimy Vyn = p~' oV, o u(n).
Powyzszy przepis prowadzi nas do nastepujacej definicji.

Definicja 1.5. Koneksjq Tabachnikova 2-tkaniny bezdywergencyjnej (M, ), F,G) nazy-
wamy koneksje V : X(M) x I'(det TF) — I'(det TF), ktérej dzialanie okreslone jest
wzorem

Vxn = p~ D%, (un) + D n, (1.2.17)

gdzie dla ustalonego pola wektorowego X € X(M) ciecia Xr € I'(T'F) oraz Xg € I'(TG)

sa wyznaczone jednoznacznie przez relacje X = Xr + Xg.

Poniewaz wigzka det T'F, na ktérej okreslona jest koneksja V, jest wiazka liniowa (tzn.
wiazka wektorowa wymiaru 1), tensor krzywizny koneksji V mozna zadaé przy pomocy
pojedynczej 2-formy w. Tabachnikov odnalazt jej posta¢: wewnatrz dowolnego dodatnio
zorientowanego krzywoliniowego uktadu wspotrzednych (zq, ..., 2k, Y1, - -, Ym—r) Spenia-

jacego TF = N"7* ker dy; oraz TG = NF_, ker dz;, jest nig w = iz 8;;?%?‘ dz; A dyj,

gdzie funkcja h € C*°(M) to funkcja gestosci formy objetosci Q = h(z,y)dx; A -+ A
dxg Ndyy A -+ Ndy,_ w tych wspotrzednych. Wskazalt tez (bez dowodu), ze znikanie tego
tensora jest tozsame z lokalng trywialnoscia tkaniny bezdywergencyjnej (M, 2, F,G).

W pracy Tabachnikova wyprowadzono réwniez posta¢ normalng gestosci h € C°(M)

formy objetosci 2 w uktadzie wspéhrzednych (zq, ..., Tk, Y1, - - -, Ym—k) Spelniajacym T'F =
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ﬂi"i_lk dy; oraz TG = ﬂle dx;. Zgodnie z nig, funkcje h mozna wyrazi¢ jako
k m—k

h(z,y) =1+ Z Z hijxiy; + H(z,y), (1.2.18)
i=1 j=1
gdzie H € m® dla ideatu maksymalnego m = (x1,...,Z%, Y1, - -, Yn_) pierscienia kietkow

w zerze funkcji gtadkich na R™. Wspotczynniki h;; to doktadnie wspotczynniki stojace
przy dx; Ady; wewnatrz 2-formy krzywizny w koneksji Tabachnikova V wzigte w poczatku
uktadu wspotrzednych. Wspotezynniki te pozwalaja w pelni odzyskaé postaé koneksji V
W zerze.

W dalszej czesci pracy przystapimy do uogélnienia wszystkich zebranych wyzej wyni-
kow Tabachnikova na ogélne n-tkaniny. W oparciu o metode reperu ruchomego Cartana
odnajdziemy jednoznacznie wyznaczong naturalng koneksje liniowa w okreslong na sumie
Whitney’a wiazek wyznacznikowych @7, det(;; TF;) tkaniny W, ktérej dziatanie jest
indukowane przez dowolna koneksje afiniczng © adaptowana do G-struktury okreslajacej
pare (W, Q) (zwana w przyszlodci po prostu koneksjg zgodng z (W, Q)), gdzie G jest grupa,
rozniczek kietkéw autorownowaznoéci tkaniny unimodularnie trywialnej. To pozwoli nam
scharakteryzowaé tensor niejednorodnosci (W, Q) w terminach tensora Ricciego dowol-
nej koneksji zgodnej z (W, ).

Wérod uogodlnionych wynikdéw znajdzie sie réwniez uogdlnienie postaci normalnej formy
objetosci wzgledem grupy odwzorowan zachowujacych dang tkanine na tkaniny o liczbie
foliacji wiekszej niz 2. Postuzymy sie w tym celu tensorem niejednorodnosci wraz z wyka-
zanym w pracy faktem, ze tensor niejednorodnosci wraz z pewnym ustalonym zestawem
,danych poczatkowych” pozwala odtworzy¢ lokalnie forme objetoéci przestrzeni tta. Po-
zwoli to nam odnalezé postaé kanoniczng oraz przestrzen modutéw form objetosci w
przypadku 2-tkanin na ptaszczyznie.

Warto w tym miejscu zwrécié uwage na pewne spostrzezenie poczynione w [48, Fig.
2], gdzie podano ciekawa interpretacje geometryczna krzywizny naturalnej koneksji 2-
tkaniny na (R? Q). Zauwazono tam, ze jej jedyny niezerowy wspoétczynnik we wspol-
rzednych prostujacych tkanine (Stwierdzenie mierzy stopien niespelnienia réwnosci
ac = bd pomiedzy iloczynami pél a, b, c,d pewnych przylegajacych wierzchotkiem czwo-
robokéw krzywoliniowych A, B,C, D ograniczonych lisémi tkaniny (Rysunek , lewa
strona). Nasuwa sie zatem naturalne pytanie: czy podobna interpretacja krzywizny ko-
neksji naturalnej n-tkaniny W istnieje réwniez w wyzszych (ko)wymiarach? Odpowiedz na,

to pytanie okazuje si¢ by¢ pozytywna. W Rozdziale 2.3 zdefiniujemy lokalne niezmienniki
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Rysunek 1.4: Po lewej: interpretacja Tabachnikova krzywizny koneksji naturalnej 2-tkaniny na (R?, ).
Po prawej: dziatanie kietkéw odwzorowan r,. 7, rp.g. Obszary ograniczone przez liScie tkaniny YV maja te

same ()-objetosci, réwne €.

geometryczne inspirowane grupg holonomii 3-tkaniny na plaszczyznie generowana przez
kietek odwzorowania ¢; — ¢; okreslonego na poczatku Rozdziatu [1.1]

W centrum tej definicji znajduja sie kietki odwzorowan gtadkich 7, zwiazanych z
kazda para (W, F) sktadajaca sie z kietka w p € M tkaniny W = (Fy, ..., F,) kowymiaru
1 na (M, Q) oraz jednej z jej foliacji F;. Dziatanie r,; na punkcie ¢ € M lezacym po
jednej stronie hiperpowierzchni L € F; zawierajacej p sprowadza sie do przemieszczenia
punktu ¢ do punktu ¢’ = r,;(q) lezacego po drugiej stronie L wzdtuz krzywej bedace;
przecieciem lisci pozostatych foliacji F; dla j # 7 zawierajacych punkt ¢ w taki sposéb, by
obszary R, , oraz IR, , ograniczone przez liScie tkaniny VW przecinajace jeden z punktow
nalezacych do pary p, q oraz p, ¢ odpowiednio miaty identyczne objetosci wzgledem formy
Q (Rysunek [1.4] prawa strona). Ztozenia €y, j = 7p;j 07 07y 01y dla i # j transportuja
argument wzdhuz konkatenacji tych krzywych. Dowiedziemy, ze ta krzywoliniowa famana
jest zamknieta dla wszystkich par ¢ # j oraz p € M wtedy i tylko wtedy, gdy tkanina W
jest lokalnie trywialna. Podamy réwniez interpretacje tensora niejednorodnosci (W,
tkaniny W wzgledem (2 w terminach odwzorowan /,,; ;. Wykazemy, ze wspotczynnik przy
dx;dz; tensora (W, Q) we wspélrzednych (x4, ..., z,,) spetniajacych T Fy = ker dzy, dla
k=1,2,...,m mierzy nietrywialno$¢ odwzorowania ¢, ; dla ¢ # j (Twierdzenie .

Odwzorowania te zagregowane w jeden twoér matematyczny definiuja wspomniany wy-
zej niezmiennik geometryczny zwany holonomiq unimodularng tkaniny W w punkcie p

(Definicja [2.33). W Twierdzeniu odniesiemy znikanie tego niezmiennika do uogdlnie-

nia interpretacji geometrycznej Tabachnikova krzywizny koneksji naturalnej w terminach
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objetosci przyleglych czworobokéw liniowych opisanej powyzej.

W ostatnim fragmencie rozdziatu o tkaninach w geometrii unimodularnej zwracamy
uwage na potencjalne korzys$ci w numerycznych podejsciach do relatywistycznej mecha-
niki ptynéw ptyngce z badania lokalnej trywialnosci tkanin okreslonych na czasoprze-
strzeni M wyposazonej w element objetosci pochodzacy od metryki ztozonych z foliacji
lokalnymi hiperplaszczyznami jednoczesnosci w geometrii lorentzowskiej [4, [5]. Pracujac,
jezeli to mozliwe, we wspoélrzednych posiadajacych nie tylko uprzywilejowane zmienne
czasowe 1 przestrzenne (jak w klasycznym formalizmie 341 [7]), ale rowniez stala gestosé
lorentzowskiego elementu objetosci, mozemy uprosci¢ obliczenia zwigzane z dywergen-
cjami predkosci ptynu wystepujacymi m.in. w réwnaniu ciggltosci, gdzie powyzsza gestosé

gra istotna role.

1.2.3 Struktury bilagranzowskie

Struktury bilagranzowskie |20} 21, 51|, nazywane réwniez rozmaitosciami bilagranzowskimi
oraz 2-tkaninami lagranzowskimi |48], okresla si¢ jako czworki (M, w, F,G), gdzie (M,w)
jest rozmaitoscia symplektyczna, podczas gdy F,G to foliacje o liSciach lagranzowskich
wzgledem formy symplektycznej w przecinajacych sie¢ transwersalnie w kazdym punkcie
p e M.

Wielu przyktadow takich struktur dostarcza nam fizyka matematyczna. Jeden z nich
konstruuje sie w oparciu o standardowy formalizm optyki geometrycznej, w ktérym pro-
mienie przechodzace przez ustalony punkt z € R™ w kierunku v € R" w jednorodnym
medium reprezentuje si¢ przez pary (q,p) € T*S™! postaci ¢ = v/||v| oraz p(w) =
(w, z) — (x,v){w,v)/||v||?, gdzie (z,y) = 3, z;y; jest standardowym iloczynem skalarnym
|6, p. 49]. Dla danych dwéch hiperpowierzchni Hy, Hy oraz prostej afinicznej ¢ przeci-
najacej Hy, Hy w punktach p € Hy,q € Hy w taki sposéb, by T, N T,H, = {0} oraz
T,4NT,H, = {0}, foliacje F, G dane przez te proste afiniczne, ktére przecinaja punkt p, g
odpowiednio, sg foliacjami lagranzowskimi pewnego otoczenia prostej £ wewnatrz T*S™ 1
wyposazonej w standardows forme symplektyczng o na wigzce kostycznej. Dla generycz-
nych danych struktura (M, o, F,G) okazuje sie by¢ rozmaitoscia bilagranzowska [48].

Pojecie to ma swoje zrédto w pracy H. Hessa [28] dotyczacej metody kwantyzacji geo-
metrycznej skonstruowanej w oparciu o zestaw dwoch transwersalnych polaryzacji danej

rozmaitos$ci symplektycznej, ktore definiuje sie jako inwolutywne dystrybucje lagranzow-

27



skie Py, P, wewnatrz kompleksyfikacji Tc M jej wiazki stycznej. Kazda taka para wyznacza
jednoznacznie beztorsyjna koneksje V zachowujaca forme symplektyczna tta oraz obie
dystrybucje P;, P,. Koneksja ta znana jest do dzi§ pod nazwa koneksja bilagraniowska
(Definicja . W pracy Hessa postuzyta ona za jeden ze sktadnikéw pozwalajacych zde-
finiowa¢ odpowiadajace wybranym polaryzacjom operatory potozenia i pedu. Znajdzie ona
réwniez zastosowanie w niniejszej rozprawie, dlatego w Rozdziale [3] przytoczymy szereg
najpotrzebniejszych faktéw dotyczacych koneksji bilagranzowskich oraz jej krzywizny.
Szeroka motywacja tej czesci pracy jest silny zwigzek pomiedzy geometrig symplek-
tyczna a geometriag unimodularng, ktéry pozwala przekué czes¢ wynikow uzyskanych
w Rozdziale [2] w nowe informacje dotyczace struktur bilagranzowskich. Dla przyktadu,
postugujac sie postacia tensora Ricciego koneksji zgodnych z tkaning w geometrii unimo-

dularnej mozemy wykaza¢ nastepujacy fakt.

Stwierdzenie 1.6 ([51] (3.17)). Niech (M,w,F,G) bedzie strukturg bilagranzowskq wy-
miaru 2n. Wtedy tensor Ricciego koneksji bilagranzowskiej V we wspétrzednych (x1, . .., Ty,
Y1, - Yn) spetniajocych TF = (i, ker dy; oraz TG = Nj_, ker dz; wynosi

_ 0%log|det A(x,y)|

R dz;dy;, 1.2.19
gdzie A : R*™ — GL(2n,R) jest macierzq o wyrazach A;; spelniajgcych
w= Y Ay(z,y)de; Ady;. (1.2.20)
ij=1

Dowdd. Réwnosé Vw = 0 pociaga za soba V(w™) = 0, a wiec z faktu, ze V jest beztorsyjna
oraz paralelizuje foliacje F,G otrzymujemy, ze zgodnie z Definicja jest ona rowniez
koneksja zgodna z (W,w") dla tkaniny W = (F,G) oraz formy objetosci w™ na M.
Poniewaz

wh = (det A) dzy A+ Adxp Adyy A -+ A dy, (1.2.21)

stosujac Lemat otrzymujemy, ze wspotczynniki tensora Re przy dz,;dy; pokrywaja sie
z odpowiednimi wspotczynnikami we wzorze ((1.2.20)).
Wspétezynniki przy pozostatych sktadnikach wynosza zero, gdyz koneksja V z definicji

paralelizuje obie foliacje F, G tkaniny W oraz jest ptaska na jej lisciach za sprawa Lematu

3.3l Stad wynika, ze

Re(2, ) = Sedn(RGL, 52) ) + Sedye (R, 2) ) =0, (1222)
K3 . g ; \ K3 Z,
=0 €T (TF)Cker dyy,
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0
dyi”’

co wraz z podobnym rachunkiem dla Re( a%j) dlai,j=1,2,...,n konczy dowoéd. [J

Inne spostrzezenie dotyczace zwigzku geometrii unimodularnej i geometrii symplek-
tycznej prowadzi do gtéwnego wyniku tej czesdci pracy. Ze wzgledu na to, ze w wymiarze
2 forma symplektyczna, jako niezdegenerowana 2-forma, jest jednoczesnie forma objeto-
Sci, pojecie struktury bilagranzowskiej (M, w, F,G) w wymiarze 2 redukuje sie do pojecia
2-tkaniny W = (F,G) na rozmaitosci M wyposazonej w forme objetosci w. Oznacza to
w szczegdlnosei, ze struktury bilagranzowskie wymiaru 2 posiadaja wszystkie lokalne nie-
zmienniki opisane w Rozdziale 2] w tym holonomie unimodularna tkaniny W mierzaca w
sposéb geometryczny krzywizne koneksji kanonicznej. Powstaje wiec naturalne pytanie:
czy mozna skonstruowaé¢ podobne niezmienniki geometryczne dla struktur bilagranzow-
skich wyzszych wymiaréw?

W Rozdziale 3| pokazemy, ze jest to istotnie mozliwe. W Twierdzeniu podamy wa-
runek geometryczny lokalnej trywialnosci struktury bilgranzowskiej czerpiacy z wynikéw
uzyskanych w rozdziale dotyczacym tkanin w geometrii unimodularnej. Kluczowa obser-
wacja pozwalajaca uzyska¢ powyzszy wynik jest to, ze istota struktury symplektycznej
danej rozmaitosci zawarta jest w jej obiektach dwuwymiarowych, takich jak sama forma
symplektyczna lub zwiazane z nig krzywe pseudoholomorficzne [39]. Rowniez w tym przy-
padku wykazemy, ze pelng informacje o krzywiznie koneksji bilagranzowskiej V struktury
(M,w, F,G) mozemy odczytaé z koneksji kanonicznych pewnych specjalnych powierzchni
symplektycznych dziedziczacych strukture bilagrazowska ze struktury tta (Lemat .
To, w polaczeniu z uwaga zawarta w poprzednim akapicie pozwala scharakteryzowaé
plaskos¢ koneksji V przy pomocy znikania niezmiennikow geometrycznych tkanin w geo-
metrii unimodularnej na wszystkich powierzchniach bilagranzowskich generowanych przez
hamiltoniany (Twierdzenie [3.12).

Dowdd tego faktu w sposob istotny wykorzystuje w sposob istotny wyniki I. Vaismana
[51, 50] dotyczace symplektycznego tensora krzywizny koneksji symplektycznej V o endo-

morfizmie krzywizny R danego wzorem
Rs(X,Y, Z W) =w(R(Z, W)Y, X) dla X,Y, Z, W € X(M) (1.2.23)

w polaczeniu ze znanag odpowiednioscia miedzy geometrig bilagranzowska a geometrig
parakdhlerowskq [20), {21, 28], zgodnie z ktora strukturze bilagranzowskiej (M,w,F,G)

wymiaru 2n odpowiada w sposob jednoznaczny metryka neutralna g o sygnaturze (n,n)
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wyposazona w catkowalng strukture prawie produktowa .J zgodna z g oraz spelniajaca
VJ = 0 wzgledem koneksji Levi-Civity V metryki ¢g [16]. Odpowiednio$¢ ta pozwala
zwigzaé ze sobg krzywizne koneksji bilagranzowskiej struktury tta z krzywizna powierzchni
bilagranzowskich przy pomocy narzedzi geometrii pseudoriemannowskiej. W tym celu
postuzymy si¢ bilagranzowskim analogonem pojecia krzywizny sekcyjnej oraz tutejszym
odpowiednikiem réwnania Gaussa .

Wszystkie wyzej wymienione sktadniki dowodu, w potaczeniu z charakteryzacja macie-
rzy A formy symplektycznej w struktury (M, w, F,G) o pltaskiej koneksji bilagranzowskiej
V (Twierdzenie wykazang w oparciu o ujety formalizmem reperéw ruchomych Car-
tana wzér na macierz 2-form koneksji [51, (3.16)], prowadza tacznie do wyniku opisujacego

geometrycznie struktury o ptaskich koneksjach bilagranzowskich.

1.2.4 Generyczne 2-tkaniny symplektyczne

Symplektyczne odpowiedniki struktur bilagranzowskich, tj. 2-tkaniny symplektyczne okre-
Slone na rozmaitosci symplektycznej (M,w) wymiaru 2n, posiadaja wyjatkowo bogata
strukture lokalna. Tkaniny te ztozone sa z dwéch foliacji F,G kowymiarow 2k, 2n — 2k,
ktoérych lidcie sa z definicji podrozmaitosciami symplektycznymi rozmaitosci M.

Wsréd tego typu struktur znajduja sie np. 2-tkaniny indukowane przez opisane w
Przyktadzie pary symplektyczne (M, w,n). WykazaliSmy tam co prawda, ze wszyst-
kie takie tkaniny sa lokalnie trywialne. Kietki takich tkanin W leza jednak w pewnym
nigdziegestym podzbiorze domknietym przestrzeni modutéw wszystkich kietkéw tkanin
symplektycznych okreslonych co do symplektomorizmu. Wiez towarzyszacy okreslonym
w Przyktadzie foliacjom F, G, ktory mozna wyrazi¢ przy pomocy dystrybucji skosnie-
ortogonalnych wzgledem formy symplektycznej €y jako TF®+ = TG, mozna bowiem
zapisa¢ we wspotrzednych (21, ..., %op, Y1, - ., Y2n—k)) Prostujacych W, tj. spetniajacych
TF =U* kerdx; oraz TG = Ui(:"l_k) ker dy; jako warunek znikania pewnej lokalnie okre-

slonej funkcji macierzowej

0 A

A=0, gdzie Q+ =
—AT QY

(1.2.24)

jest macierza formy €2, we wspotrzednych. Takie wspélrzedne zawsze mozna odnalezé za

sprawg Stwierdzenia [1.1]
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Warunek ten wskazuje jasno, ktore sposrod kietkow 2-tkanin symplektycznych sa ge-
neryczne. Sa to kietki w p € M tkanin W = (F, G) okreslonych na (M, w) o tej wlasnosci,

ze macierz @ formy symplektycznej w we wspotrzednych prostujacych W przyjmuje postaé
W= (1.2.25)

dla macierzy A : (R*,0) = Ma—k)x2k(R) maksymalnego rzedu.

W tej czesci pracy zaprezentujemy wstepne wyniki badan autora ukierunkowanych
na zrozumienie lokalnej geometrii generycznych 2-tkanin symplektycznych. Skupimy sie
tu jedynie na przypadku tkanin o foliacjach réwnych kowymiaréow, tj. na 2-tkaninach
kowymiaru (2n,2n) okreslonych na rozmaitosci (M,w) wymiaru 4n.

Tym, co wyrdznia te tkaniny na tle pozostatych, jest fakt, ze naturalne odwzorowania

miedzy wiazkami stycznymi do foliacji
a:TG—TM=TFeTF*—-TF, [:TF—=TM=TG®TG” —-TG (1.2.26)

okreslone jako rzutowania wzdluz odpowiednich dystrybucji skosnie-ortogonalnych sg
w przypadku generycznym izomorfizmami wigzek. Warto w tym miejscu przypomnieé¢
sobie tre$¢ Rozdziatu [1.1.2] w ktérym definiowana byta koneksja Cherna klasycznej 3-
tkaniny. Mamy bowiem wszystkie potrzebne narzedzia, by podazajac w slad za przepisem
wyabstrahowanym z jej konstrukcji skonstruowaé¢ jednoznacznie wyznaczong niezmienni-
czg koneksje V rozszerzajaca obie koneksje Botta stowarzyszone z foliacjami 2-tkaniny
W. Koneksje ta bedziemy w tej pracy nazywaé W-koneksjg (Stwierdzenie . Koneksja
ta, mowigc nieprecyzyjnie, mierzy zmiane potozenia danego pola wektorowego wzgledem
dystrybucji stycznych do foliacji oraz ich dystrybucji sko$nie-ortogonalnych wzgledem w.
Koneksja ta okazuje sie nie by¢ w ogélnosci ani ptaska, ani beztorsyjna. Obie wtasnosci
da sie scharakteryzowa¢ w terminach postaci rzutow a, 5 we wspotrzednych prostujgcych
tkanine W, co wykazemy w Lemacie oraz w Lemacie [£.10]

Te ogdlne wyniki dotyczace VW-koneksji utoruja nam droge do pierwszych wynikow
dotyczacych zagadnienia klasyfikacyjnego generycznych 2-tkanin symplektycznych (cho¢,
niestety, nie okazg si¢ one wystarczajace do tego, by osiagnaé¢ w tym obszarze znaczne
postepy). Zagadnienie to zostalo rozwiazane w przypadku generycznych kietkéw par roz-
maitosci symplektycznych o transwersalnym przecieciu przez W. Domitrza, S. Janeczko

oraz M. Zhitomirskiego [17], gdzie wskazali oni postacie normalne form symplektycznych w
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otoczeniu takich przecie¢ oraz odpowiadajace im przestrzenie modutéw w przypadkach, w
ktérych okazato sie to by¢ konieczne. Gtownym niezmiennikiem par podrozmaitosci S, So
symplektycznych przecinajacych sie w pojedynczym punkcie p € S; N Sy okazat sie zbior
ich liczb charakterystycznych Ay, ..., \,, definiowanych jako warto$ci wlasne endomorfi-
zmu o o 3 przestrzeni 71,55 okreslanego przy pomocy rzutowan «, 8 zblizonych w swojej
definicji do wzoru .

Liczby te odegraja istotna role réwniez w zagadnieniu klasyfikacyjnym 2-tkanin sym-
plektycznych W o ptlaskich i beztorsyjnych W-koneksjach. Obecne narzedzia pozwolity
zaatakowaé 6w problem jedynie w przypadku 2-tkanin kowymiaru (2n, 2n) na rozmaitosci
wymiaru 4n dla n = 1. Uzyskana w Twierdzeniu posta¢ normalna formy symplek-

tycznej w dana przez
W = F(Ilf) d$1 VAN dl’g + G(y) dyl A dy2 + dl’l A dy1 + )\() dQTQ VAN dyg (1227)

we wspotrzednych (x1, 22, y1, y2) speliajacych T'F = ker dy; Nker dys oraz TG = ker dx; N
ker dro dla pewnych kietkéw w zerze funkcji gltadkich F,G € C*°(R?) spekniajacych
F(0) = G(0) = 1 oraz liczby charakterystycznej w zerze Ao € R\ {0, 1} uogdlnia analo-
giczny wynik odnoszacy sie do przecig¢ podrozmaitosci symplektycznych zawarty w [17].
W Przyktadzie wskazujemy z kolei tkanine W, dla ktérej naiwne rozszerzenie po-
wyzszego wyniku na przypadek n > 1 nie zachodzi pomimo plaskosci i beztorsyjnosci
W-koneksji. W celu osiagniecia postepéw w badaniach postaci normalnych tkanin sym-
plektycznych w wyzszych wymiarach nalezy uzyska¢ wglad w ksztalt dystrybucji wiasnych
endomorfizméw « o 3, ktore ze wzgledu na swoja nietrywialnosé dla n > 1 znacznie kom-

plikuja teorie. Kolejne wyniki w tym obszarze sa przedmiotem dalszych badan autora.
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Rozdziat 2

Tkaniny w geometrii unimodularnej

W tym rozdziale zajmiemy sie struktura lokalna n-tkaniny »V okreslonej na rozmaitosci
gtadkiej M wymiaru m wyposazonej w nigdzie nieznikajaca gtadka m-forme Q € Q™ (M)
zwana forma objetosci, lub krétko: na (M, Q). Wszystkie n-tkaniny W = (Fi, ..., F,) w
tym rozdziale bedg spetnia¢ warunek potozenia ogdlnego

codim ﬁ T, F; = i codim T, F; = m (2.1)

i=1 i=1

w kazdym punkcie p € M. Na tres¢ rozdziatu ztoza sie wyniki dotyczace lokalnej geometrii
n-tkanin w geometrii unimodularnej, w tym: niezmienniki krzywiznowe i geometryczne,
postacie normalne form objetoséci zwigzanych z tkaninami, rozwigzanie zagadnienia klasy-
fikacyjnego generycznych tkanin w niskich wymiarach, a takze ogélna charakteryzacja tzw.
tkanin lokalnie trywialnych za pomoca uzyskanych niezmiennikéw. Na koncu rozdziatu

wskazemy rowniez zastosowanie wyprowadzonej teorii w numerycznej relatywistyce.

2.1 Niezmienniki ré6zniczkowe par tkanina—forma ob-
jetosci
2.1.1 Stowarzyszone koneksje gléwne

Naszym pierwszym krokiem bedzie pelna charakteryzacja zbioru koneksji afinicznych
zgodnych jednoczesnie ze struktura n-tkaniny W = (Fy,...,F,) na M oraz z forma
objetosci 2 € Q™(M). W ogélnosci koneksje te nie sa wyznaczone jednoznacznie — nie-

mniej, definiujace je wlasnosci umozliwig nam wskazanie dobrze okreslonych niezmienni-
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kow rozniczkowych nie zalezacych od wyboru wlasciwej koneksji. Postuzymy sie w tym
celu metodg reperu ruchomego Cartana (opisana np. w [13]).

Reper ruchomy to inaczej uklad cieé¢ (e, es,...,e,) € X(M)™ wiazki stycznej do M,
ktorych wartosci w kazdym punkcie p € M stanowia baze odpowiedniej przestrzeni stycz-
nej T,M. W duzym uproszczeniu metoda reperu ruchomego polega na sukcesywnym sto-
sowaniu operatora rézniczki zewnetrznej d do koreperéw (€4, €2, ... &™) € (QY(M))™ du-
alnych do odpowiednio dobranych lokalnych reperéw (eq, e, ..., e, ), uzyskujac w wyniku
seri¢ niezmiennikéw rézniczkowych rozmaitoéci M. Same repery (lub korepery) dobiera
sie w taki sposéb, aby jak najlepiej odzwierciedlaty one lokalna geometrie rozpatrywanej
przestrzeni. Na przyklad, aby dobrze ujaé¢ geometrie rozmaitoéci Riemannowskiej (M, g)
stosuje si¢ repery ortonormalne wzgledem metryki g, tzn. spetniajace g(e;, e;) = d;; dla
kazdej pary i,j € {1,2,...,m}, gdzie §;; jest deltq Kroneckera réwna 1 gdy i = j oraz 0
w przeciwnym wypadku [29].

W naszym przypadku korepery dostosowane do pary (W, ), gdzie W jest n-tkanina,

natomiast {2 jest forma objetosci na dziedzinie W, przedstawiaja sie nastepujaco.

Definicja 2.1. Niech W = (Fy,...,F,) bedzie n-tkaning na (M, (2). Lokalny koreper
styczny (&1,€2,...,€™) ztozony z 1-form &8 € QL (U) okreslonych na pewnym wspélnym

zbiorze otwartym U C M nazwiemy (W, Q)-koreperem, gdy spehia on

(a) TF;, = Ny keré dlai = 1,2,...,n, gdzie my = 0 oraz m; 1 = 7 _, codim Fy,

dla j=1,2,...,n,
(b) Q=" NEN---NE™.
Konsekwencja warunku @ jest dodatkowa wlasnos¢ (W, Q)-koreperéw (&1, €2, ...,&™).

(c) Jezeli oznaczymy przez I; ideal (™1, ... £mi+1) wewnatrz pierscienia form réznicz-

kowych Q*(M), to dI; C 1.

Idealy I speliajace dI C I okresla si¢ mianem idealdw rézniczkowych [10]. Twierdzenie
Frobeniusa o catkowalno$ci uktadéw rézniczkowych orzeka, ze gdy I jest ideatem réznicz-
kowym generowanym przez 1-formy oy, k = 1,2, ..., 1, to dystrybucja styczna N\_; ker ay
catkuje sie do foliacji przestrzeni M. Stosujac to twierdzenie do ideatéw I; z warunku @

mozemy wykazadé, ze kazdy (W, Q)-koreper determinuje pare (W, Q) na swojej dziedzinie.
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Stwierdzenie 2.2. Ustalmy liczby dodatnie cy, ..., c, € N spetniajgce 7 ¢; = m oraz
koreper stycany & = (€4, €%,...,&™) okreslony na rozmaitosci M posiadajgcy wlasnosé ()
dla my = 0 oraz myy1 = Sb_ ¢ dlai =1,2,...,n. Wtedy istnieje dokladnie jedna para
W, Q) zlozona z n-tkaniny W = (Fi,...,Fn) kowymiaru (ci,...,¢,) okreslonej na M
oraz ) € Q"(M) taka, ze £ jest (W, Q)-koreperem.

Dowaod. Wthasnosé gwarantuje, ze spelnione sg zatozenia twierdzenia Frobeniusa dla
ideatow I; = (£mt ... ¢mi+1) [10]. Stosujac je uzyskujemy, ze Njh | ker&® = TF,
dla pewnych foliacji F; przestrzeni M. Stad, ze £ jest koreperem, uktad (£1,...,&™) jest
liniowo niezalezny wewnatrz T,y M w kazdym punkcie p € M, co pozwala nam wnioskowac,
ze (1) forma © = A& A -+ A E™ jest nieznikajaca, oraz (2) Y1, codim F; = m.
Struktura W = (Fy,...,F,) jest zatem n-tkanina, a £ jednym z jej (W, Q)-koreperdw.
Postaé¢ Fi, ..., F, i€ jest w petni zdeterminowana przez wtasnosci @ i @ odpowiednio.

[]

Powyzsze stwierdzenie pozwala nam zinterpretowaé pary ztozone z n-tkaniny oraz
formy objetosci jako pewne czgsciowo catkowalne G-struktury dla grupy Liego G wszyst-
kich macierzy, ktorych naturalne dziatanie na koreperach stycznych zachowuje wtasnos¢
bycia (W, 2)-koreperem dla ustalonej tkaniny trywialnej W na (R™ dzy A -+ A dz,,).
Doktadniej:

A4 l0 o 0
04, -+ 0
G={AeSLmR):A=| | - |, A4 € GL(¢;, R)} (2.1.1)
00 o Ay
gdzie ¢; = codim F; dla ¢« = 1,2,...,n. W szczegdlnodci, lokalnie trywialne n-tkaniny

W na (M, A) mozna scharakteryzowaé jako G-struktury lokalnie plaskie, tj. posiadajace
w otoczeniu kazdego punktu p € M lokalne (W, A)-korepery (dzy,dxs,. .., dz,,) zadane
przez rézniczki wspotrzednych (zq, za, ..., Tp).

Ta interpretacja pozwala zwiezle opisaé¢ klase koneksji zgodnych ze strukturg tkaniny.
W formalizmie Cartana koneksje liniowa V : X(M) x I'(E) — T'(E) okre§lona na wiazce
wektorowej E % B wymiaru m utozsamia sie z pewng 1-forma © € QY(FrE; gl(m;R))
o wartos$ciach macierzowych, zwana 1-formq koneksji V. Dziedzing © jest wigzka repe-

row FrFE, tj. wiazka, ktoérej cigciami sa liniowo niezalezne m-tki cie¢ wiazki E. Mowiac
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krétko, forma ta przypisuje kazdemu takiemu lokalnemu reperowi € = (e, e9,...,6€y)
macierz 1-form 6 = [0]];4=1.. . dana przez ] = &/(Vey), gdzie € = (€1,€2,...,&™) jest
koreperem dualnym do £. Macierze te zaleza w istotny sposob od wyboru reperu: jezeli
E" = (e, €, ...,¢€l,) jest innym reperem okreslonym na podzbiorze otwartym dziedziny

reperu &, a & = (€)1, (£)?3,..., (&)™) jest koreperem dualnym do &', to macierz 1-form
0" wzgledem reperu £’ zwiazana jest z 6 poprzez
6=Q-0-Q ' +dQ- Q" (2.1.2)
gdzie @ to macierz przejicia spetiajaca £ = >, Q4(¢') dla j = 1,2,...,m. Kazda
I-forma © € Q'(FrFE; gl(m;R)), dla ktérej zachodzi réwnanie niezaleznie od wy-
boru pary reperéw &, £ okre$lonych na wspdlnej dziedzinie, definiuje dokladnie jedng
dobrze okreslong koneksje V o 1-formie koneksji ©. Z réwnania wprost wynika,
ze wskazanie macierzy 1-formy koneksji # na globalnym reperze £ wystarczy, by zgodnie
z powyzszym warunkiem zdefiniowa¢ 1-forme © jednoznacznie.
Interesujace nas koneksje sa beztorsyjnymi koneksjami afinicznymi, tj. koneksjami V :
X(M)x X(M) — X(M) okreslonymi na wiazce stycznej E = T'M. Dziedzina ich 1-formy
O jest wigzka reperéw stycznych FrM. Warunek beztorsyjnosci koneksji V zapisuje sie w

tym jezyku jako pierwsze rownanie strukturalne Cartana
dE7 4+, 0L N EF =0 dlaj=1,2,...,m, (2.1.3)

zachodzace dla dowolnego koreperu £ i odpowiadajacej mu macierzy 1-formy koneksji 6.
Koneksje zgodne z para (W, 2) okreslimy jako te, ktére spelniaja dodatkowy warunek:
ich 1-formy koneksji © w (W, 2)-koreperach maja przyjmowacé wartoéci w algebrze Liego
g grupy GG danej przez , tj. © ma by¢ koneksja na wiazce gtéwnej (W, Q)-koreperéw
w sensie [31, Chapter II].

Powyzszy warunek zgodnosci mozna zapisa¢ nieco wygodniej korzystajac z relacji row-
nowaznosci ~ odpowiadajacej podzialowi zbioru indekséw [m] na klasy abstrakeji m,

1 =1,2,...,n okredlone w ([1.2.2)). Bardziej formalnie:
i~j <= i, € {mr+1,mp+2,...,mgy1} dla pewnego k =1,2,...,n, (2.1.4)

gdzie m; = 0 oraz m;y; = Y. codimF, dla i = 1,2,...,n. W przeciwnym wy-
padku napiszemy, ze i ¢ j. Dodatkowo, w ramach konsekwentnego stosowania forma-

lizmu Cartana, bedziemy bez ostrzezenia utozsamiaé koneksje afiniczng V z jej 1-formg

O € QYFrM, gl(m; R)).
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Definicja 2.3. Niech W = (Fi, ..., F,) bedzie n-tkaning zadana na m-wymiarowej roz-
maitosci gladkiej M, oraz niech Q € Q™(M). Beztorsyjna koneksje afiniczna V o 1-formie

-----

nym (W, Q)-koreperze spelnia nastepujace warunki.
(1) Y 0] =0, (F; sa V-réwnolegle)
(2) S, 0F=0. (forma objetosci 2 jest V-réwnolegta)

Powyzsze warunki wyrazone przy pomocy pochodnej kowariantnej V rzeczywiscie od-
powiadaja ich adnotacjom w nawiasach. Istotnie, jezeli (ej, e, . .., €,,) jest reperem dual-

nym do (W, Q)-koreperu (£%,€2,... &™), to warunek

(1) jest réwnowazny Vy X € I'(T'F;) dla kazdych V € X(M) oraz X € I'(T'F;), co tatwo

wynika z warunku: X € I(TF;) wtedy i tylko wtedy, gdy X = Y0 | X¥ey, oraz

Ze WZoru

Vi X =5 (dX" + 3, X705) (V) - ey, (2.1.5)

prawdziwego dla dowolnych V, X € X(M), gdzie m; = 0 oraz mj41 = S, codim Fy,
dla j=1,2,...,n.

Z kolei warunek
(2) jest réwnowazny VQ = 0, gdyz dla kazdego V' € X(M) zachodzi

V=V (e AE A NE™)
= S €A NETIA (05 (V)E) AETFEA g (2.1.6)
- _<Zk 9:(‘/))9

W ponizszym twierdzeniu przedstawimy konstrukcje koneksji zgodnych z (W, Q).

Stwierdzenie 2.4. Dla kazdej n-tkaniny W = (Fi, Fa, ..., Fn) na (M,Q) istnieje bez-

torsyjna koneksja afiniczna zgodna z (W, Q).

Dowdd. Ustalmy (W, Q)-koreper & = (£1,€%,... &™) na otoczeniu U C M ustalonego

punktu p € M. Naszym celem bedzie wskazanie macierzy 1-form 6 = [6]] jk=1,...,m Okre-
Slonych na U spetiajacych réwnanie strukturalne koneksji beztorsyjnej
A9+, 0N EF =0 (2.1.7)
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oraz posiadajgcych wtasnosci (1)) i (2]) z Deﬁnicji Konstrukcja 6 przebiega nastepujaco.

7, wtasnosci koreperu ¢ wewnatrz Definicji mozemy odnalezé 1-formy af; €
QYU) réwne af = 0 dla j # k takie, ze d&/ = ), o, A €% dla wszystkich j = 1,2,...,m.
Wezmy 3 = S, ak. Wyrazmy te 1-forme przy pomocy ustalonego koreperu jako [ =
> [rEF dla pewnych fi, € C*°(M). Nastepnie potézmy

0, = —ad + O ful® (2.1.8)

dla j,k =1,2,...,m, gdzie d;;, oznacza delte Kroneckera.

Wzor ten definiuje szukanag koneksje lokalnie. By okresli¢ ja globalnie, postuzymy sie
rozktadem jednosci { gy}, zZWiazanym z pokryciem U rozmaitoéci M zbiorami otwartymi
U € U bedacymi dziedzinami (W, Q)-koreperéw &y = ((&p)Y, ..., (€&y)™). Na zbiorach
U € U okreslamy koneksje Oy powyzszym sposobem i definiujemy koneksje na M biorac
za macierz koneksji © w dowolnym koreperze & o dziedzinie otwartej V € M macierz

0= > @) (QuubluQuy — (dQvu)Qvr), (2.1.9)
UeU:UNV#@
gdzie Qyy sa macierzami przejécia zadanymi przez (&y)* = 3, (Qve)F(&p) na UNV [31].

Aby wykazaé, ze wzér ten definiuje dobrze okreslona koneksje, oznaczmy przez 6’
macierz koneksji © w reperze &y okreslonym na zbiorze otwartym V' C M o niepustym
przecieciu z V' i wykazmy wzoér . Wewnatrz V NV’ zachodzi

0 = Yo gu@)(QuiubuQyiy — dQviu - Quiy)
UeU:UNV' 4@

= > 90 (2)(Qviv Qv Qy Qv — d(QvivQvu) - QvuQviy)

Uel:UNVNV'£2

=Quv( Y w@)(@QuubQyh — dQuvo - Qul))Qiky (2.1.10)

UeU:UNV+£o
—dQvry - Qvly
= Quv - 0-Quly — dQviv - Quiy.
Sprzegajac obustronnie powyzsza réwnos¢ przez (QQyy i przenoszac sktadnik zawierajacy

rézniczke na lewa strone otrzymujemy (2.1.2)).

Zauwazmy, ze (Quy)F = 0 dla k 4 [, co pozwala natychmiast uzyskaé¢ wlasnosé (1)

z Definicji . Co wiecej, det Quy = 1, dzieki czemu otrzymujemy tr((dQuv )Qpy,) = 0.
Ta réwnos$¢ w potaczeniu z liniowoscig sladu i tym, ze

tI‘(QUVer[_]%/) = tI‘(Q[_]%/QUVev) = tl‘(ev) = 07 (2111)
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daje wtasnosé . Znanym faktem jest, ze kombinacja wypukta koneksji beztorsyjnych

nowazne beztorsyjnosci rownanie strukturalne (2.1.7). Przytoczymy tutaj zwiezty dowdd

tego faktu oparty na bezposrednim rachunku. Wewnatrz kazdego zbioru otwartego U € U

zachodzi
d(&u) + 3,00 A (&o)?

=d&) +Y, ( > <9V : (Zm (QUV)i(ev)f(Ql}\l/);

VeU:UnV#o

-2 (dQUv)g(Qle/)D)) A ( > QV) (&v)”

Veu:unv £o

=1

= Z gv (d(fU)j + 20 <(Zk (QUV)%(@VX~C - (dQUV)g)

Veu:unv £o

A (S, <Q51v>é<§U)p))>

= Z gv - (Zz d((QUv){(fv)l) +> ((Zk (QUV)Z;(QV)fC (2.1.12)

Veu:Uunv £o

- Qo) n e

= > gv- (Zz (dQuv)i A (&) + Xk (Quv)i(déy)*

Veu:unv#o

T (Quu K60 A (&) — 55 (dQu )i A <sv>’)

= > gv (Zk (QUV)i( (dév)" + 3 (0v)F A (&) )) =0.
VeU-UNV 4o —

Stad wynika, ze rownanie strukturalne koneksji beztorsyjnej spetnione jest wewnatrz kaz-

dego zbioru pokrycia U, a wiec na calej rozmaitosci M. To, wraz z wykazanymi wyzej

wlasnosciami i , dowodzi, ze © jest koneksja zgodna z (W, Q). O]

Aby zbadaé¢, czy wlasnosé zgodnosci jest niezmiennicza ze wzgledu na lokalne réw-
nowaznosci tkanin zdefiniujmy teraz cofniecie ¢*© koneksji © wzdluz lokalnego dyfe-
omorfizmu ¢ : M — N poprzez podanie jej macierzy w koreperach. Ustalmy punkt
p € M oraz koreper & = (£',...,&™) zadany na zbiorze otwartym U tak malym, by
@ bylo dyfeomorfizmem na obraz. Macierz 6* koneksji ¢*© w koreperze §{ dana jest

przez (0*)13 = go*(@)i; dla j,k = 1,2,...,m, gdzie 6 to macierz koneksji ©® w korepe-

39



rze (%1)*5 = ((gp‘_Ul)*fl, cey (gpﬁ})*ﬁm) Bezposredni rachunek potwierdza, ze tak zadane
macierze spelniaja (2.1.2), a zatem ¢*O okresla koneksje afiniczna na M.

Stwierdzenie 2.5. Niech ¢ : M — N bedzie lokalng rownowaznos$cig tkanin Wy oraz
Wy okreslonych na (M,Q), (N,n) odpowiednio. Jezeli © jest beztorsyjng koneksjg zgodng
z (Wh,m), to p*© jest beztorsyjng koneksjg zgodng z (W, Q).

Dowdd. Ustalmy koreper & = (£1,€2,...,&™), rozpatrzmy jego obcigcie do dostatecznie
matego zbioru otwartego U C M i oznaczmy koreper (gofUl)*é’ przez (. Jezeli 0, 0* sa macie-
rzami koneksji ©, p*© w koreperach (, £ odpowiednio, to dzigki rownaniu strukturalnemu
dla macierzy 6 w koreperze ( zachodzi
dg’ + Sy (0 N €

= d(0*¢) + Si "0 A "¢t (2.1.13)

=" (T + S A CH) =0
na zbiorze U. Zbiér U jest dowolnym zbiorem otwartym dziedziny &, podczas gdy & jest
dowolnym koreperem na M. Z ich dowolnosci wnioskujemy, ze koneksja ¢*© jest beztor-
syjna.

Wezmy &, U oraz ( jak wyzej oraz zalézmy ze koreper & jest (Wi, Q)-koreperem.
Poniewaz ¢y jest rownowaznoscig tkanin, istnieje o € S, taka, ze dp(TF;) = TG, ).
Niechmy; =mqy =0, m;11 = 22:1 codim F; oraz m; 1 = 22:1 codimG; dlai=1,2,...,n.
Okreslmy permutacje 7 € S, wzorem 7(m; + k) = My + k dla i = 1,2,...,n oraz
k = 1,2,...,codim F;, a nastepnie zdefiniujmy koreper (, na zbiorze otwartym o(U)
poprzez ("W, ... ¢7mD (sgn7) - ("), Naszym obecnym celem jest wykazanie, ze (,
jest (Whs, n)-koreperem.

Z definicji réwnowaznoéci tkanin wiemy, ze (1) dp(TF;) = TGy dla i = 1,2,...,n,
oraz (2) ¢*n = Q. Stad, ze £ jest (Wi, Q)-koreperem, spelnione sa warunki (d) oraz (f)
z Definicji 2.1} Postugujac sie tym pierwszym otrzymujemy

ker ¢* = ker()}) "€ = ker(€" 0 dy;}) = dip(ker ). (2.1.14)

To prowadzi do réwnosci

Wit i1 T H(miy1)
ﬂ kerCcl,C = ﬂ ker (") = ﬂ ker ¢*
k=m;+1 k=m;+1 k=7"1(m;+1)
(2.1.15)
Mo—1(it1)
= dp N keré" | =dp(TF,-14) = TG
k=mo—1()41
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Ponadto

n= (o) Q= (o) AEANE) = ANC A AT

(2.1.16)

Uzyskane réwnosci dowodza, ze (, spetnia warunki @, @ na swojej dziedzinie, a zatem
jest (W, n)-koreperem.

Wynik ten pozwoli nam udowodnié¢, ze warunki zgodnosci oraz z Definicji
zachodza dla macierzy 6* w koreperze £. Zauwazmy, ze macierz koneksji © w (Ws,n)-
koreperze (, spelnia powyzsze warunki ze wzgledu na zgodno$¢ koneksji z para (Ws, n).
Zgodnie ze wzorem (2.1.2) macierz ta ma posta¢ 0, = A -0 - A~ gdzie A to macierz

o wyrazach A} = (—1)%m4;, . Bezposredni rachunek prowadzi do (6,)], = (9):&))’ a wiec
()% = ¢"(01) = ¢ ((6o)7 1) (2.1.17)

Wyrazenie to jest rowne 0 gdy j «¢ k w sensie notacji (2.1.4)), poniewaz zgodnie z definicjg
permutacji 7 zachodzi j ~ k <= 71(j) ~ 7(k). Warunek jest zatem spetniony dla

koreperu & na zbiorze otwartym U. Warunek jest z kolei konsekwencja rownosci
) = 5 0" ((0,)72 1) = S0 0" (8,)F) = " (S (8,)F) = 0 2.1.18
S (005 = S (0)720) = S 0 (0,)8) = (S (0)8) = 0. (2.1.18)

Dowolnosé zbioru U sprawia, ze oba warunki sa spelnione na calej dziedzinie koreperu &.
Poniewaz (W, Q)-koreper £ byl wybrany dowolnie, koneksja ¢*© jest beztorsyjna i zgodna,
Z (Wl, Q) ]

Na poczatku rozdzialu zwréciliSmy uwage na fakt, ze koneksje zgodne z (W, 2) nie
sg W ogblnosci wyznaczone jednoznacznie. Ponizszy lemat wskaze precyzyjnie ich ilogé¢
poprzez charakteryzacje przestrzeni wszystkich koneksji zgodnych z (W, Q) w zaleznosci

od kowymiaru badanej tkaniny.

Lemat 2.6. Niech W = (Fy, Fa, ..., Fn) bedzie n-tkaning na (M, $2), oraz niech ) bedzie
ustalong koneksjq beztorsyjng zgodng z (W, Q). Zdefiniujmy odwzorowanie © D(@—(:))
ze zbioru wszystkich beztorsyjnych koneksji zgodnych z (W, Q) w zbidr wszystkich syme-

trycznych 2-kowariantnych pol tensorowych D o wartosciach w T M spetniajgcych
(]-> vz vv,wGT]:i D(’U, U)) S T-E;

<2> vz VUGT.FZ‘ vwemk#T}'k D(U7 'U)) - 07
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(3) vveTM tr D(’U, ) =0

wzorem

A

D(© —6)(v,w) = Yk (0 =ik -e; dlav,w=3,we; € T,M orazp € M,
(2.1.19)
gdzie 9,9 sg macierzami koneksji ©, O w dowolnym koreperze & o reperze dualnym £ =

(e1,€a,...,e,) zawierajgcym punkt p w swojej dziedzinie.

Dowdéd. Wykazmy, ze D := D(O — (:)) jest (2, 1)-polem tensorowym na M wtedy i tylko
wtedy, gdy © jest 1-forma koneksji beztorsyjnej. W tym celu wybierzmy reper £ =
(€1,€9,...,6en) oraz dualny do niego koreper & = (£',£2,... ™). Wtedy zmiana kore-
peru & — >, Aiﬁk, sprawi, ze macierz 0 koneks;ji 6 przeksztalci si¢ zgodnie z
w AQA™T +dA - A7 To, ze 1-forma O jest formg koneksji, jest réwnowazne temu, ze
jej macierz 0 przeksztatca sie w ten sam sposéb, co forma ©. To zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy réznica 6 — § zmienia sie¢ zgodnie z reguta przeksztatcenia dla endomorfizmoéow
wiazki stycznej

0—0— A0 —0)A, (2.1.20)

lub dokladniej: gdy 6 — 0 definiuje ciecie lokalne wiazki End(TM) ® QY (M) za pomoca
reprezentacji endomorfizmu przez macierz w reperze £. Zgodnie z reguta ciecia
lokalne odpowiadajace réoznym koreperom & sg ze sobg zgodne, a wiec wspolnie definiuja
ciecie globalne wiazki End(TM) @ Q' (M). Wiazka ta jest izomorficzna z wigzka (2, 1)-
tensoréw TMQT*MQT* M poprzez przyporzadkowanie kazdemu tensorowi D} e, Q&' @&
macierzy A = [AF], gdzie A¥ = D} ¢ € T*M w dowolnym koreperze &. Relacja A =
-0 gwarantuje, ze wybor koneksji © jest rownoznaczny z wyborem odpowiadajacego
endomorfizmowi A pola tensorowego D.

Zgodnie z zalozeniem ) spelnia réwnowazne beztorsyjnosci réwnanie strukturalne Car-
tana w dowolnym koreperze. Stad wynika natychmiast, ze prawdziwos$¢ réwnania

strukturalnego macierzy koneksji © jest rownowazna warunkowi 3 Af A& = (. Poniewaz
S AT NE =5 D € NE =iy (D = D) ENE, (2.1.21)

beztorsyjno$é¢ © redukuje sie do symetrii tensora D.

Ustalmy teraz (W, Q)-koreper £&. Warunki (I)-(3)) wyrazone koreperze £ z wykorzysta-
niem relacji ~ okreslonej w (2.1.4) to: D}y = 0dlai o k oraz j o k; D} =0
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dla i % j; >, ij = 0. Réwnoéci te redukuja sie do nastepujacych relacji miedzy
elementami odpowiadajacej D macierzy A: — A? =0dlaj % k; S AF = 0.
Warunki te odpowiadaja warunkom oraz z Definicji , ktore spetnione sg przez
kazda koneksje zgodna z (W, Q) w koreperze £. Poniewaz ) jest taka koneksja, wstawia-
jac A =60— 6 do réwnosci powyzej otrzymujemy réwnowaznosé wlasnosci — tensora

D(© — ©) oraz zgodnosci z (W, Q) koneksji ©. O

W trakcie powyzszego dowodu wykazaliSmy, ze dla kazdego ustalonego k =1,2,...,m
macierze [ij] zbudowane ze wspdtezynnikéw tensoréw réznicowych w ustalonym (W, Q)-
koreperze to doktadnie macierze symetryczne, ktérych wszystkie elementy poza kwadra-
towym blokiem lezacym na diagonali rozpinajacym indeksy ¢,7 = mp+1, ..., mgyq, gdzie
my = 0 oraz myy1 = Yo codimF, dla p = 1,2,...,n, sa réwne zero. Wymiar prze-
strzeni takich macierzy dla ustalonego k wynosi jci(c, + 1), gdzie ¢, = codim Fy. Dla
ustalonego tensora D macierze te zwigzane sg dodatkowymi réwnaniami >, D‘,ij = 0dla
k=1,2,...,m, ktére pozwalaja nam wyznaczy¢ wspotezynniki Df, na gtéwnej przekatnej
tensora przy pomocy pozostatych. To dowodzi, ze wymiar wigzki D tensorow réznicowych
koneksji zgodnych z (W, Q) wynosi

dim® = Zcz( cilei+1) — 1) =

i=1 7

ci(c )(ci +2). (2.1.22)

n
1
2

—_

W szczegdlnosci, gdy ¢; wynosi 1 dla kazdego ¢ = 1,2,...,n wymiar wiazki D wynosi 0.

Wnhiosek 2.7. Niech W = (Fi, ..., Fn) bedzie n-tkaning na (M, Q) kowymiaru 1. Wtedy
istnieje dokladnie jedna koneksja zgodna z (W), (). O

2.1.2 Koneksja kanoniczna

Wnhiosek moéwi nam, ze z tkanina W kowymiaru 1 okreslona na (M, Q) stowarzyszona
jest dokltadnie jedna koneksja zgodna z (W, ). Gdy tylko kowymiar jednej z foliacji
tkaniny przekracza 1, koneksja zgodna z (W, Q) przestaje by¢ wyznaczona jednoznacz-
nie. Zauwazmy jednak, ze w tym wypadku, pomimo istnienia wielu koneksji © zgodnych
z (W, ), istnieja pewne ilodci niezmiennicze skonstruowane w oparciu o koneksje © ktoére
nie zaleza od jej wyboru.

Okredlmy podzial zbioru indekséw {1,2,...,m} na podzbiory 7 wzorem oraz
odpowiadajaca mu relacje réwnowaznosci ~ na {1,2,...,m} za pomoca . Ustalmy
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(W, Q)-koreper & = (£1,€2,... &™) oraz reper dualny € = (eq,es,. .., e,). Wtedy, jezeli
przez @ = [6)] oznaczymy macierz koneksji © zgodnej z (W, Q) w koreperze &, dla do-
wolnego indeksu i = 1,2,...,n sumy Y ,c,, 0F wynosza tyle samo niezaleznie od wyboru
©. Drzieje si¢ tak, poniewaz tensory réznicowe D zdefiniowane w Lemacie spetniaja
analogiczng réwnosc¢ Y e . ka dla 7 =1,2,...,m z wlasnosci i zawartych w sfor-
mutowaniu lematu.

Te $lady czeSciowe mozna zinterpretowaé przy pomocy pochodnej kowariantnej V
koneksji ©. Jej dzialanie na multiwektorach postaci €; = e, 41 A -+ A ey, gdzie 1 =
1,2,...,n, my =0 oraz mj;, = Zf;zl codim F dla j = 1,2,...,n, rozszerza dziatanie V

na polach wektorowych dane w ([2.1.5) poprzez regute Leibniza:

m
v(emi+1 ARRRNA emi+1) = Z Z(_l)k71 9% ®ejNemgr N A CVAREERA Emia

kem; j=1
- Z Z<_1)k719i®€j/\emﬂrl/\"'/\é;/\"'/\emiﬂ
kem; jok
+(Zellz) Rempr A Nep N Nem T ={mi+ 1, mig},
keﬂ'i

(2.1.23)
gdzie daszek nad wektorem oznacza jego pominiecie w iloczynie zewnetrznym. Pierwszy
sktadnik sumy znika na skutek wtasnosci w Definicji koneksji zgodnej z (W, ),
dajac w konsekwencji rownosé

Ve, = () 0f) ®e; (2.1.24)

kem;
dlaz=1,2,...,n.

Powyzsze dwa akapity mozna podsumowaé¢ w nastepujacy sposob: suma Whitneya
wiazek liniowych generowanych przez multiwektory e; wyposazona jest w kanoniczng
koneksje liniowa wyznaczona jednoznacznie przez pare (W, ) przy pomocy (dowolnej
sposréd) koneksji zgodnych z (W, Q). Naszym obecnym celem bedzie zdefiniowanie jej w
sposéb formalny oraz mozliwie niezmienniczy.

Zauwazmy wpierw, ze pola wektorowe ey dla & = m; +1,...,m,; sa cieciami T'F; dla
kazdego j # i, gdzie indeks 7 przebiega liczby od 1 do n. Dystrybucja T'F7 = N, T'F},
jako przecigcie dystrybucji inwolutywnych, réwniez jest inwolutywna dystrybucja styczna
statego wymiaru, a wiec z twierdzenia Frobeniusa [36, Chapter 19] generuje pewna foliacje
dopetniajgcqg Ff. Dzigki warunkowi potozenia ogdlnego prawda jest, ze TM =
TF, @ TF = @), TFf dla kazdego i = 1,2,...,n. Latwo to spostrzec postugujac sie
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(W, Q)-koreperami. Niemniej, uzasadnienie powyzszej tezy o rozkladach na sumy proste
bez positkowania si¢ wspoétrzednymi bedzie wymagac¢ kilku nietrywialnych rachunkéw.

7 tego powodu wydzielimy nizej troche miejsca na pelne jej sformutowanie.

Stwierdzenie 2.8. Niech W = (Fi, Fa,...,Fn) bedzie n-tkaning oraz niech Ff bedg
foliacjami generowanymi przez dystrybucje styczne TF; = ;2 TF; dlai =1,2,... n.
Wtedy

(1) dimTFf = codimTF; dlai=1,2,...,n,
(2) TM =TF, & TF: = @™, TF-.
(3) Nier TF; = ©jgrTF; dla dowolnego I C{1,2,...,n},

Dowdéd. Wpierw wskazmy podstawowa konsekwencje warunku potozenia ogoélnego (|1.2.1))

korzystajac z nieréwnosci codimV N U < codimV + codim U dla podprzestrzeni U, V'

ustalonej przestrzeni liniowej. Dla dowolnego zbioru I C {1,2,...,n} prawdziwa jest

nier6wnos¢é

m = codim {0} < codim (| T'F; + > _ codim T'F; < Zn:codim TF, m.  (2.1.25)
iel 74 i=1

Poniewaz lewa i prawa strona sa identyczne, wszystkie nieréwnos$ci w powyzszym ciggu
mozna zamieni¢ na réwnoéci, w wyniku czego dostajemy >,y codim T'F; = codim (;e; T'F;.

W szczegdlnosei, biorac I = {1,2,...,n}\ {i} otrzymujemy

codim TFf = codim T'F; (2.1.26)
J#i
dla kazdego i = 1,2,...,n. To pozwala zapisac¢ ciag rownosci

dim TFf +dim TF; = (dim TM — codim TF}) + (dim TM — codim T'F;)

n (2.1.27)
2dimTM — 3 codim TF; B2 dim T,
j=1
ktory upraszcza si¢ do codim T'F; = dim T'F7.
Dalej, z definicji T'Ff dla dowolnego @ = 1,2, ..., n zachodzi
TFNTF = TF 22 {0}, (2.1.28)

i=1
To prowadzi wprost do dim (T Ff+TF;) = dim T'F¢ +dim T'F;, co w zestawieniu z ([2.1.27)
daje TM = TF;, + TF;. Réownos¢ (2.1.28)) pozwala orzec, ze TM = TF; & TF; dla

45



i = 1,2,...,n. Zauwazmy teraz, ze TF; C TF; dla j # i. Dzigki temu dla dowolnego

zbioru I C {1,2,...,n} oraz i = 1,2,...,n mamy
TFN Y TF CTFNTF ={0} (2.1.29)
je\{i}

z réwnosci ([2.1.28)). Stosujac wielokrotnie znana tozsamosé dim(V + W) = dimV +
dim W — dim(V NU) wiazaca dowolne podprzestrzenie V, W pewnej ustalonej przestrzeni
liniowej dostajemy
dim Y TFf = dimTFf + dim Y dimTF; =--- =Y _ dim TF;. (2.1.30)
i=1 i=2 i=1
Kontynuujac powyzszy rachunek przy pomocy réwnosci (2.1.27)) otrzymujemy
S dim TF = Y codim TF, B2 dim 7M. (2.1.31)
i=1 i=1
Laczac uzyskana wyzej réwnos¢ dimTM = dim > | TF7 z (2.1.29) uzyskujemy T'M =
im1 TF.
Niech teraz I C {1,2,...,n} bedzie ustalonym podzbiorem zbioru indekséw. Znéw

maimy

dimTM < dim»_ TF; + ) dim TF; < > dim TF;

il jaI i=1

dim Y. TF¢ = dim TM,

i=1

(2.1.32)

co sprawia, ze nierownosci w powyzszych rachunkach mozna zastapi¢ rownosciami. W wy-
niku dostajemy > ;c; dim TFf = dim > ,c; TF¢ dla dowolnego I C {1,2,...,n}, co po-
zwala uzyskacé
dimZT]—"jC = ZdimT}"jc = ZcodimT}"j = codim ﬂ TF;
i igl il igl (2.1.33)
=dimTM — codim ﬂ TF;, =dim ﬂ TF;.

i€l il

Réwnos¢ wymiarow wraz z zawieraniem 3o TF; C (e TF; pokazuja, ze 32,0 TF; =

Mier T'Fi, podezas gdy (2.1.29) dowodzi N;e; TF; = @ ;g TF;- O
Okredlmy rozbicie zbioru indekséw {1,2,...,m} przez zbiory m; = {m; + 1,...,m;;1}

dane w wzorze (1.2.2)). Zgodnie z definicja (W, Q)-koreperu ¢ mozemy zapisaé¢ TFf =
Nz TF; = Nign, ker&. Oznacza to, ze TFf = (em;41,---»Cm,y,). Multiwektor e; =

Emit1 N+ A ey, jest zatem multiwektorem najwyzszego stopnia wewnatrz T'F, a wigc
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wigzka liniowa generowana przez ten wektor to nic innego jak wigzka wyznacznikowa
det T'Ff. Dotychczasowa dyskusje mozna zatem podsumowaé nastepujaca definicja oraz

stwierdzeniem.

Stwierdzenie/Definicja 2.9. Dzialanie koneksji © zgodnej (W, Q) na X (M) indukuje
jednoznacznie wyznaczong koneksje liniowq w na sumie prostej wigzek wyznacznikowych
@, det T'F¢, ktorej postac nie zalezy od wyboru ©. Koneksje tg nazwiemy koneksja ka-
noniczng pary (W, Q). O

Uwaga. Przy dodatkowym zalozeniu, ze W jest tkaning kowymiaru 1, wiazki wyznaczni-
kowe det T'Ff staja si¢ identyczne z TFf. To pozwala nam utozsami¢ (w tym wypadku
jednoznacznie wyznaczona) koneksje © zgodna z (W, 2) z koneksja kanoniczna w pary
(W, Q).

Podobnie jak w akapicie poprzedzajacym Stwierdzenie definiujemy cofniecie ko-
neksji wzdhuz lokalnego izomorfizmu wiagzek ¢ : Fy — FEy opuszczajacego sie do lo-

kalnego dyfeomorfizmu odpowiednich przestrzeni bazowych ¢ : By — Bs. Jezeli e* =

(e},es,...,e") jest koreperem na FE, oraz w jest koneksja na FE; o macierzy 1-form
w = [wi] w koreperze e*, to macierza cofniecia V*w koneksji w wzdtuz v w koreperze
Pre* = (Yref res, ... P*el) jest macierz w* = [(w*)]], gdzie (w*)], = p*wi.

Stwierdzenie 2.10. Niech ¢ : M — N bedzie lokalng rownowaznos$cig tkanin W, =
(Fiy..., Fn) oraz Wy = (Gy,...,Gy) okreslonych na (M,Q2), (N,n) odpowiednio. Wtedy
odwzorowanie dp : TM — TN indukuje lokalny izomorfizm wigzek ¢ : @), det T FS —
@, det TGS, Ponadto, jezeli w jest kanoniczng koneksjq tkaniny (Wha,n), to ¥ *w jest
kanoniczng koneksjq tkaniny (Wi, Q).

Dowdd. 7 definicji rownowaznoéci tkanin do(TF;) = T'Gy(;) dla pewnej permutacji o € Sy,
a wiec rowniez

do(TFE) = dp(\TF;) = (Vdp(TF;) = (Y TGs(5) = TGS, (2.1.34)

J#i J#i J#i

Zgodnie ze Stwierdzeniem [2.§] mamy TM = @i, TF; oraz TN = @, TF{, a wiec
z otrzymujemy dy = @;_; dprre. Przeksztalcenie to indukuje na wigzkach wy-
znacznikowych odwzorowanie ¢ = @i, det dy|rz, ktorego skladniki dziataja na det T'F
poprzez det dpirre(vy A -+ A ve,) = dp(vi) A - Adp(ve,) dla vy, ... v, € TFf oraz

c¢; = codim F; dla ¢ = 1,2,...,n. Wzoér ten pokazuje réwniez, ze obcigcie odwzorowania
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v do wlokien wigzki, na ktorej jest ono okreslone, jest izomorfizmem liniowym, poniewaz
ta sama wlasno$¢ ma dp. To dowodzi, ze 1) jest lokalnym izomorfizmem wiazek.

Zalozmy, ze dzialanie w na @, det T'F; jest indukowane przez dziatanie koneksji
© zgodnej z (Ws,m) na TN. Przyjmijmy réwniez, ze & = (£4,62,...,€™) jest (W, n)-
koreperem, podczas gdy 6 = [Qi] jest macierza koneksji © w koreperze £. Wtedy uktad
E = (8Y...,2") zlozony z form =/ = Mt AL A€M gdzie my = 0 oraz myy, =
S _codim F; dlai,j=1,2,...,n, jest koreperem wigzki @7, det TG¢. Zgodnie ze wzo-
rem (2.1.24)), macierz w = [w]] koneksji w w koreperze = sktada si¢ z elementéw

mii1
wi= Y 6 dlai=12,...,n oraz wi=0 dlai#j. (2.1.35)
k=m;+1

Stosujac cofniecie p* do koreperu £ i powyzszych tozsamosci uzyskujemy, ze zgodnie
z definicja odwzorowania ¢ macierzg w* = [(w*)i] koneksji ¢*w w koreperze ¢Y*= =
(P*=L . p*ED), gdzie PR = oM A A rE™i dla @ = 1,2,...,n, jest macierz
ztozona z elementow

mMit1
(Wi= > @0 dlai=1,2,...,n oraz (Wi=0 dlai#j (2.1.36)
k=m;+1

Stad wnioskujemy, ze dzialanie ¢¥*w na @), det T'F¢ jest indukowane przez dziatanie ko-
neksji p*0, ktéra jest zgodna z (W, Q) dzieki Stwierdzeniu Zatem Y*w jest koneksja
kanoniczng pary (W, Q) z Definicji . O

Ponizszy wynik pokazuje, ze postaé¢ koneksji kanonicznej pary (W, Q) pozwala w petni

scharakteryzowac te spoéréd beztorsyjnych koneksji afinicznych, ktére sa zgodne z (W, Q).

Stwierdzenie 2.11. Niech W = (Fy,...,F,) bedzie n-tkaning na (M,Q). Beztorsyjna
koneksja afiniczna © na M jest zgodna z (W, Q) wtedy i tylko wtedy, gdy jej dzialanie na

wigzce @;_, det T'F; jest dobrze okreslone i identyczne z dziataniem koneksji kanonicznej

w pary (W, Q).

Dowdd. Jezeli © jest zgodna z (W, ), to dziatanie © na @, det T'F¢ pokrywa sie z dzia-
taniem w z definicji. By dowie$¢ implikacji przeciwnej, zalézmy ze & = (£, €2,..., &™) jest
(W, Q)-koreperem, a £ = (ey, e, ..., 6€,) jego reperem dualnym. Przyjmijmy dodatkowo
my; = 0 oraz m;11 = Yi_,codimFy, dla j = 1,2,...,n. Koneksja © = []] dziata na
multiwektorach e; = €p, 11 A -+ Aem,,, € I'(detTF;) dla i = 1,2,...,n przy pomocy
swojej pochodnej kowariantnej V zgodnie ze wzorem . Dziatanie to zgadza sie
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z dziataniem koneksji kanonicznej w wtedy i tylko wtedy, gdy prawa strona réwna jest
(Chet %) ®e;, dla pewnej koneksji © zgodnej z (W, Q) o macierzy 6 = [6]] w koreperze
. Poréwnujac te dwa wyrazenia otrzymujemy: (1) Gi = 0 dla j «¢ k przy wykorzystaniu
notacji z (2.1.4), oraz (2) S5, 68 = S 6% = 0. Poniewaz & jest (W, Q)-koreperem, te
dwa warunki odpowiadaja warunkom oraz z Definicji odpowiednio, co w pota-

czeniu z beztorsyjnoscia koneksji © dowodzi tezy twierdzenia. [

Uwaga. Powyzsza réwnowaznosé przestaje byé prawdziwa, gdy w jej sformutowaniu za-

stapimy beztorsyjne koneksje afiniczne przez ogélne (niekoniecznie beztorsyjne) koneksje

afiniczne, poniewaz istnieja 1-formy 6% = 3, T&" ze wspotezynnikami I'};, ktére nie sa sy-
metryczne wzgledem indekséw i, 7, lecz mimo to spelniaja 9;“ =0dlaj# koraz Y, 0f =0

w notacji z (2.1.4]).

Naszkicujmy jeszcze zwiazek miedzy pojeciem koneksji kanonicznej pary (W, ), gdzie
W = (F,G) jest 2-tkanina na (M, §2), oraz pojeciem koneksji Tabachnikova 2-tkaniny bez-
dywergencyjnej (M, Q, F,G) (Deﬁnicja. Wykazane ponizej stwierdzenie mowi w szcze-
gblnosci, ze te dwa pojecia pokrywaja sie. Na tej podstawie mozna orzec, ze koneksja
kanoniczna stanowi naturalne uogélnienie koneksji Tabachnikova na przypadek tkanin

o wiekszej ilosci foliacji.

Stwierdzenie 2.12. Niech W = (Fy,...,F,) bedzie n-tkaning na (M,Q) oraz niech
1=1,2,...,n. Oznaczmy przez F¢ foliacje generowang przez dystrybucje styczng TF; =
Njzi TF;. Pochodna kowariantna D' : X(M)xT'(det TFy) — T'(det TFy) obciecia koneksji
kanonicznej w pary (W,Q) do wigzki det TFf to dokladnie koneksja Tabachnikova V°
tkaniny bezdywergencyjnej (M, F¢, F;, Q) (Definicja [1.5]).

Dowéd. Niech & = (£4,&2,...,&™) bedzie (W, Q)-koreperem, £ = (e, es,...,6,) repe-
rem dualnym do &, oraz niech j ~ k bedzie relacja rownowaznosci na zbiorze indekséw
{1,2,...,m} okreslona przez (2.1.4). Wybierzmy koneksje © zgodna z (W, 2) o macierzy
0 = [0]] w koreperze £. Oznaczmy przez D : X(M) x X(M) — X(M) jej pochodna kowa-
riantng. Wtasnosé z Definicji oznacza, ze dla dowolnego j = 1,2,...,n oraz X =
>kt XFe;, € T(TF;) pola wektorowe Dy X = Dkt (VXF)ey + Dol 2k OF (V) Xlep r6w-
niez leza w I'(T'F;). Poniewaz TF; = (\;; TF;, powyzsze zdanie pozostanie prawdziwe,

gdy T'F; zastapimy przez T'Ff. Poniewaz © jest beztorsyjna, dla dowolnych X € I'(T'F;)
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oraz Y € I'(TFY), otrzymujemy
DxY = (DxY)ze = (DxY)ze — (DyX)pe = [X, Y]z = DY Y, (2.1.37)

gdzie odwzorowanie v — vre to rzutowanie z TM =TF, ®TF na TF; wzdhuz T'F;.
Niech teraz p; : detTFf — detT*F; bedzie izomorfizmem wiazek danym przez
wi(n) = naQ. Zgodnie z uwaga nastepujaca po Deﬁnicji, wlasnosé ([2)) jest rownowazna
DQ = 0, co natychmiast prowadzi do Dy (n 1) = (Dyn) 1 Q dla kazdego Y € X(M)
oraz n € det T'F{ dzieki regule Leibniza zastosowanej do lewej strony réwnosci. Wykazane
w poprzednim akapicie zawieranie Dy '(TFf) C I'(TFf) sprawia, ze tozsamo$¢ powyzej
mozna zapisa¢ krocej jako Dy o u; = p; o Dy dla kazdego Y € X(M). Niech G = Ff oraz
H = F;. Korzystajac z przemiennosci D z u; oraz z réwnosci zastosowanej do

ustalonego multiwektora n € I'(det TFf) przy pomocy reguty Leibniza uzyskujemy

Dxn = Dxz;n+ Dx,n

= 1t; ' Dxg () + D (2.1.38)

_ 1' i
= p; ' DS, (um) + D, —=" Vi,

gdzie X = X¢g + Xy dla Xg € T'(TG) oraz Xy € I'(T"H). Poniewaz dziatanie koneksji
kanonicznej w na @;, det TF; to dokladnie dzialanie pochodnej D na wigzkach wy-
znacznikowych, ktore ze Stwierdzenia [2.10| nie zalezy od wyboru ©, powyzsza réwnosé

wienczy dowdd. O

2.1.3 Postac¢ koneksji we wspotrzednych

Ustalmy uktad wspétrzednych (xy, 2o, ..., x,) prostujgcy thanine VW, w ktérym kolejne
foliacje F1, Fo, ..., Fn, zadanej n-tkaniny generowane sg przez dystrybucje styczne T'F; =
DZZEZ_H kerdzy dla ¢ = 1,2,...,n, gdzie my = 0 oraz m;;; = ZZ::I codim F}, dla j =
1,2,...,n. Taki uktad wspéhrzednych istnieje dzieki Stwierdzeniu [I.I] Dowolna forma
objetosci €2 wyraza sie w nim przez Q0 = h(z) dxy Adxg A - - - Ndx, dla pewnej nigdzie nie-
znikajacej funkeji gltadkiej h € C°°(M). Naszym celem jest odnalezienie jawnego wzoru na
1-formy wi koneksji kanonicznej w pary (W, Q2) w tych wspolrzednych z wykorzystaniem
gestosci h(z).

W tym celu wybierzmy (W, Q)-koreper & = (£,&€2%,...,6™) i odnajdZzmy przy jego

pomocy macierz 0 = [Oi] dowolnej beztorsyjnej koneksji afinicznej © zgodnej z (W, Q).
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Przyjmujac przykladowo & = dz; dla j = 1,2,...,m—1 oraz £™ = h(x) dz,, czynimy za-
do$¢ warunkom @ oraz @ z Definicji . Idac za dowodem Stwierdzenia [2.4| uzyskujemy

kolejno
ol =0 dla j # k, B = dlog|hl,
a;::O dlaj=1...,m—1, fk(x):alngiM(:v) dlak=1,...,m—1,
o = dlog|hl, o) = 75 2 ().
(2.1.39)
Wstawiajac to do wzoru otrzymujemy
"“ng]',’”-gj jezeli j = k # m,
0 = —dlog|h| + %%{'j‘ &M jezeli j =k =m, (2.1.40)
0 w przeciwnym przypadku.

Macierz ta jest macierza pewnej beztorsyjnej koneksji © zgodnej z (W, ) w koreperze &.
Wykorzystamy te koneksje do obliczenia macierzy koneksji kanonicznej w we wspotrzed-
nych. Wprowadzmy oznaczenia m; = 0, m;y1 = >.&_, codim F oraz TF¢ = Nz TF; dla
i =1,2,...,n, a nastepnine rozpatrzmy koreper = = (Z1,...,=,) wiazki @}, det T F¢
o elementach Z; = &40 Ao A&, dla i = 1,2,...,n. Stosujac réwnosé¢ (2.1.24)) do
reperu e = (eq,...,€,) dualnego do = otrzymujemy, ze macierza koneksji kanonicznej w

w koreperze Z jest macierz © = [0}], gdzie

s agﬁ\ch\ dxy, jezeli i = j # n,
05 =4 —dlog|h| + i, 1 ZoE day, jezeli i = j =mn, (2.1.41)
0 w przeciwnym przypadku.
Zmienmy teraz koreper = na koreper dx = (dxy, ..., dx,) indukowany przez standardowy
koreper wspétrzednosciowy (dxy,dxs, . .., dx,,). Sktada si¢ on z form dx; = dx,, 41 A+ A
drp,,, dlai=1,2,...,n, a zatem macierz przejécia ) = [Q;] miedzy = a dx okreslona

przez relacje Z' = 3 Q;dxj bedzie macierza diagonalna @) = diag(1,...,1,h(x)). Postu-
gujac sie wzorem ([2.1.2)) otrzymujemy wzor jawny na macierz w koneksji w w koreperze

wspotrzednosciowym dx postaci

wi 0 0
0 w% o0

w= | _ s (2.1.42)
0 O W,y



gdzie

T 9loglh
wi= Y O8Il ) dwe  dla i=1,2,... m. (2.1.43)

Majac 1-formy koneksji w, nietrudno jest odzyskac¢ macierz 2-form krzywizny tejze konek-
sji, ktéra oznaczymy symbolem W. Postuzy nam do tego wzér Cartana opisujacy elementy

W’ tej macierzy [47, Chapter 8, 16.]
U = dw' 4+ 3wy Aw?, i,j=1,2,...,n, (2.1.44)

ktory w naszym przypadku zwraca

o0 0
0 U2 ... 0

v=| ", (2.1.45)
0 0 g

gdzie

\Ifi = dwf = Z
J#i

7 powyzszego wzoru na formy krzywizny mozemy wyciagnaé nastepujacy wniosek.

Z Z &Bk@xl

k=m+1 l=m]‘+1

mi+1 mj41 1
( V08I sy dwk) . (2.1.46)

Twierdzenie 2.13. Tkanina W okreslona na (M, Q) jest lokalnie trywialna wtedy i tylko
wtedy, gdy koneksja kanoniczna w pary (W, Q) jest plaska.

Dowdd. Zauwazmy, ze ze wzoru (2.1.46)) 2-formy krzywizny W koneksji w znikaja catko-
wicie wtedy i tylko wtedy, gdy spelione sa zalozenia Twierdzenia [I.2] O

2.1.4 Przyklady

Przyktad 2.1. Niech M = R?\ {0}, Q = dz A dy, oraz niech F,G beda foliacjami M
ztozonymi odpowiednio ze wszystkich pétprostych o poczatku w punkcie 0 oraz wszystkich
okregéw o érodku w punkcie 0. Wtedy 2-tkanina W = (F,G) okre$lona na (M, () jest
lokalnie trywialna. Za lokalng rownowaznos$é tkanin ¢ trywializujaca VW mozna przyjaé
nakrycie 7 : Ry x R — M; (p, ) > (v/2pcos ¢, \/2psin ¢).

Odwzorowanie m przenosi proste na geodezyjne koneksji kanonicznej w pary (W, ),
co wynika wprost ze Stwierdzenia . We wspétrzednych biegunowych (r, ¢) geodezyjne
te dane sg réwnaniami ar? +bgp = c dla a, b, c € R — mamy wiec do czynienia ze spiralami

Fermata (Rysunek . Gdy uwzglednimy parametryzacje, generyczng spirale Fermata
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Rysunek 2.1: Tkaniny W wymiaru 2 ze standardowymi formami objetosci Q oraz geodezyjne ich ko-
neksji kanonicznych. Po lewej: tkanina na plaszczyznie ztozona z poziomic wspélrzednych biegunowych.
Geodezyjne to spirale Fermata ar? + b = c, gdzie r, ¢ to odpowiednio wspéirzedna radialna i katowa.
Po prawej: tkanina zadana przez krzywe stalcyh szerokosci i dtugoéci geograficznych na S? bez biegunéw.

Geodezyjnymi sa tu spirale sferyczne dane réwnaniami az + bg = ¢ we wspdlrzednych walcowych (z, ¢).

~(t) mozna scharakteryzowaé przy pomocy w jako jedyna krzywa o zadanej predkosci po-
czatkowej 4(0), ktérej (1) predkos$é katowa g wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych
jest stata, oraz (2) taka, ze wraz z biegiem czasu t € R pole Q(4,7g) infinitezymal-
nego prostokata rozpietego przez rzuty vx € TF,4g € T'G okreslone przez ¥ = yr + g

pozostaje stale.

Przyktad 2.2. Niech M bedzie 2-sferg jednostkowa S? C R? z wycictym biegunem
p6mocnym i potudniowym (z,y,z) = (0,0,%£1) € S?. Niech F, G beda foliacjami M
ztozonymi odpowiednio réwnoleznikow z = ¢ € R i potudnikéw ax+by = 0, gdzie a,b € R,
(a,b) # 0. Oznaczmy przez €2 riemannowska forme objetosci x dyAdz+y dz Adx+ 2z dx Ndy
indukowana z R3. Tkanina W = (F,G) okredlona na (M,€) jest lokalnie trywialna.
Globalnym uktadem wspoétrzednych prostujacym tkanine W jest uktad wspdtrzednych
walcowych (¢, z), gdzie z to liniowa wspétrzedna wzdtuz osi péinoc-potudnie, podczas
gdy ¢ to dtugos¢ geograficzna danego punktu na sferze. Geodezyjne koneksji kanonicznej
w mozna wskaza¢ w ten sam sposob, co w poprzednim przyktadzie (Przyktad . Sa to
spirale sferyczne dane réwnaniami az + bp = ¢ dla pewnych a,b,c € R (Rysunek .
Krzywe te posiadaja wlasnos¢ zblizona do tej, z ktorej styna spirale Fermata. Za-
uwazmy, ze pojedyncza geodezyjna transwersalna do obu foliacji wraz z ustalonym po-

tudnikiem dzieli sfere na czworoboczne paski. Okazuje sie, ze wszystkie powstate w ten
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sposob paski, ktére dodatkowo nie stykaja sie z biegunami, maja te same pola powierzchni.
Fakt ten latwo dostrzec we wspéhrzednych walcowych (¢, z), w ktérych forma objetosci

przyjmuje postac¢ 2 = do A dz.

2.1.5 Tensor niejednorodnosci

Pojecie koneksji zgodnej z para (W, ), gdzie W jest n-tkaning na rozmaitosci M wy-
posazonej w forme objetosci €2, pozwala nam podac interpretacje tensora niejednorodno-
sci KW, Q) tkaniny W wzgledem Q (Definicja w oparciu o dobrze znane obiekty

rozniczkowo-geometryczne.

Twierdzenie 2.14. Niech W bedzie n-tkaning kowymiaru 1 na (M, Q). Tensor Ricciego

Re koneksji © zgodnej z (W, Q) jest rowny tensorowi niejednorodnosci IK(W, ().

Dowdéd. Wybierzmy uktad wspotrzednych (x1, 2o, . . ., z,,), w ktorym foliacje Fi, Fa, . .., Fy
tkaniny W spetniajg T F; = kerdx; dlat =1,2,...,n. Wspdtczynniki tensora krzywizny
Riemanna Rf]k w reperze wspotrzednosciowym £ = (i cee %) zapisane przy pomocy

0z’
2-formy krzywizny W (|2.1.46) wynosza

R

9% log|h
ijk — \Ijk(ax ) 8:1: ) 5kl Zm;ék szc()?gal | <5mi5kj - 5mj5ki>

= 0w ((1 — ki) O, 92 log|h| — (1 = &) 92 log|h| )’

kj Oz 0x; ki 0w, 0T 5

(2.1.47)

gdzie d;; to delta Kroneckera. By obliczy¢ tensor Ricciego, dokonajmy kontrakeji drugiego

sposrdd dolnych indekséw z gérnym. W rezultacie otrzymujemy

Reg, = ¥ Rl = (1 6:) G108t (2.1.48)

Wyrazenie powyzej jest symetryczne w dolnych indeksach i wynosi 0 jezeli indeksy sa sobie
rowne. Przepisujac powyzszy tensor z wykorzystaniem iloczynu symetrycznego dostajemy
ostatecznie
Re = Z 8;;;)§|h| dzida; = K(W, Q). O (2.1.49)

Whniosek 2.15. Dia zadanej n-tkaniny W kowymiaru 1 okreslonej na (M, ) z ustalong
koneksjg © zgodng z (W, Q) nastepujace wilasnosci sq rownowazne.

(1) W jest lokalnie trywialna.

(2) © jest plaska.

(3) © jest Ricci-plaska, tj. Rc = 0, gdzie Rec jest tensorem Ricciego koneksji ©. [
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Wyniki te, pomimo, ze dotycza jedynie tkanin kowymiaru 1, mozna z powodzeniem
przekué w charakteryzacje tensora niejednorodnosci (W, Q) wzgledem formy objetosci
Q2 tkaniny W dowolnego, niekoniecznie statego kowymiaru.

Poszlaki wskazujace na tg mozliwos¢ sa wyjatkowo dobrze widoczne we wspoétrzednych
prostujacych tkanine. W przypadku tkaniny W kowymiaru 1 okreslonej na (M, §2), Twier-
dzenieoraz Deﬁnicjawskazuj@, ze tensor Ricciego Re koneksji © zgodnej z (W, )
zawiera w sobie caly informacje obecng w tensorze niejednorodnosci nie tylko tkaniny W,
ale réwniez tensoréw niejednorodnosci wszystkich tkanin W, = (F,,...,Fr,) powsta-
tych przez wziecie dowolnego podziatu © = {my,...,m,} zbioru indekséw {1,2,...,m}
oraz utworzeniu przy jego pomocy foliacji F, generowanych przez catkowalne dystry-
bucje styczne T'Fr, = (jer, TF;, ktore razem tworza tkaning za sprawg Stwierdzenia
2.8l W szczegdlnoscei, poréwnujac wyrazenia wspolrzednosciowe okazuje sig, ze Re zapi-
suje sie jako suma IC(W,, Q) oraz pewnego ,,blokowo-diagonalnego” sktadnika, przy czym
rozklad ten okazuje sie by¢ niezmienniczy ze wzgledu na grupe auto-rownowaznosci tka-
niny W,. Nasuwa si¢ wiec nastepujaca strategia: dla dowolnej n-tkaniny W na (M, )
wykorzystajmy pomocnicza tkanine W kowymiaru 1 i opiszmy K(W, Q) jako jeden z nie-
zmienniczych sktadnikéw tensora Ricciego koneksji zgodnej z W.

Strategia ta prowadzi ostatecznie do oczekiwanego wyniku. W ponizszym lemacie zba-
damy przy pomocy Lematu zbiér tensorow Ricciego Re wszystkich koneksji © zgod-
nych z (W, Q). W trakcie obliczen stanie sie jasne, ze pewne wspdtezynniki Re wewnatrz
ustalonego uktadu wspétrzednych prostujacego tkanine VW nie zmieniaja sie, gdy zasta-

pimy koneksje © jej sperturbowanym wariantem.

Lemat 2.16. Niech W = (Fi,...,F,) bedzie n-tkaning na (M, Q). W dowolnym ukladzie
wspdtrzednych (1, xs, ..., Ty) spelniajocym TF; = m;”;;;iH kerdz; dla i = 1,2,...,n,
gdzie m; = 0 oraz mji; = Zizl codim Fj, dla 7 =1,2,...,n, tensor Ricciego Rc dowolnej
koneksji © zgodnej z (W, Q) spelnia

_ 9%loglh|

RCk[(-’L’) - a.’lfk- 83:1 x),

(2.1.50)
dla wszystkich i # j, m; < k <m;yq orazm; <1 < mji;.

Dowéd. Ustalmy koneksje © zgodna z (W, 1) oraz tensor réznicowy D opisany przez Le-
mat (2.6 Tym dwém obiektom odpowiadaja macierze § = [61] oraz A = [A]] w koreperze

wspéhrzednoéciowym € = (day, dxo, . .., dxy,), gdzie AL = 3, ij dz;. Oznaczmy tensory
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krzywizny Riemanna odpowiadajace koneksjom © oraz © + D przez R, R odpowiednio.
Postugujac sie symbolami Christoffela Fk = (9’“( ) koneksji © docieramy poprzez bezpo-

$redni rachunek do nastepujacej tozsamosci (wyrazonej z uzyciem konwencji sumacyjnej

Einsteina dla prostoty) prawdziwej dla kazdej czworki indeksow ¢, j, k, 1 =1,...,m.
o) l
leﬂ Rzka + dx; oD kj asz

+ Din T = Dlen T (2.1.51)

+ T}, Dt = T, D

+ D}, Dy — Dy, D
Kontrakcja indeksu k z indeksem [ zwrdci nam rownosé wigzaca odpowiadajace © i © + D
tensory Ricciego Re oraz Re. Dzieki tozsamosci tre,D = 0 dla v € T'M bedacej trescia
punktu Lematu oraz symetrii D w dolnych indeksach, kontrakcje drugiego, piatego

i ostatniego sktadnika znikng, pozostawiajac
Reij = Reyy — 52Dy + Dy, Ui + Ty, D + Diy,, Dy — T, DY (2.1.52)

Aby wykazaé, ze wyrazenie to redukuje si¢ do vaij = Rc;j;, okreSlmy relacje j ~ k
zgodnie z 1) i zauwazmy, ze Fi?j = 0 jezeli: (1) j o k z warunku Definicji ;
(2) i ¢ k dzieki symetrii F’? w dolnych indeksach, ktéra jest rownowazna beztorsyjnosci

koneksji © (3) i 4 j taczac dwa powyzsze przypadki. To samo dotyczy DF. poniewaz

ij>
tensor D jest rézmicg symboli Christoffela T' and T' = T' + D dwdéch koneksji zgodnych
z (W,Q). Stad wynika, ze jedyne niezerowe wspélczynniki obiektéw DJ; oraz T'l; to te
o indeksach spetniajacych ¢ ~ j ~ k. Zastosowanie tego spostrzezenia do prowadzi
natychmiast do szukanej réwnosci vaij = Rc;; dla wszystkich ¢ ¢4 j.

Pozostaje wyznaczy¢ warto$¢ Re;; w dowolnym punkcie p € U wewnatrz ustalonego
wezesniej uktadu wspoélrzednych (1, x9,. .., 2,,) o dziedzinie otwartej U. Niech © be-
dzie (jednoznacznie wyznaczong) koneksjg zgodna z (W, Q), gdzie W = (G4, ..., Gm) jest
tkaning kowymiaru 1 okreslong na (M, (), ktérej kolejne foliacje G; generowane sa przez
dystrybucje styczne TG; = ker da; dlai = 1,2, ..., m. Poniewaz (W, Q)-koreper ¢ jest réw-
niez (W, )-koreperem, podczas gdy macierz koneksji 6 w koreperze ¢ spetnia warunki
oraz (2)) z Definicji 2.3| réwniez w odniesieniu do pary (W, ), koneksja O jest zgodna
z (W, ) na U. Dzigki temu argument oparty o rozktad jednosci podobny do tego, ktéry
wystepuje w dowodzie Stwierdzenia [2.4] pozwala nam rozszerzy¢ ja do koneksji globalnej

zgodnej z (W, Q) tozsamej z © na domknigciu V' C U zbioru otwartego V' dobranego tak,
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aby p € V |31, Theorem 2.1]. Koneksje te oznaczymy tym samym symbolem ©. Stad, ze
© jest zgodna jednoczesnie z (W, Q) jak i (W, Q) wewnatrz zbioru V, wspétezynniki ten-

sora Ricciego w koreperze wspotrzednosciowym okreslone sg przez teze Twierdzenia

9% log|h|
szamk

opisujacego tensor Re koneksji © zgodnej z tkaning kowymiaru 1 i wynosza Reji, =
dla 7 % k. Zgodnie z poprzednim akapitem nie zaleza one od wyboru koneksji zgodnej

z (W, ), co finalnie dowodzi tezy. O

Rozktad wigzki stycznej TM = @, TF¢ opisany w Stwierdzeniu 2.8 gdzie TFf =
Nz TF;, pozwala nam roztozy¢ wigzke kowariantnych 2-tensoréw symetrycznych S?(M)

na sum¢ Whitneya dwoch podwiazek:

SH(M) = {A € S*(M) : Vi Voerrs Voerrs Alv,w) =0}, o153
S3(M) = {A € S(M) : ¥, Vyuerr: Alv,w)=0}. -
Wiazki te sg niezmiennicze ze wzgledu na lokalne rownowaznoéci tkanin. Istotnie, jezeli
@ : M — N jest lokalng réwnowaznoscig tkanin Wy = (Fy, Fa, ..., F,) oraz Wy =
(G1,Ga,...,G,) okreSlonych na (M,Q), (N,€) odpowiednio, to dp(TF;) = TG, dla
i=1,2,...,n oraz pewnej permutacji ¢ € S,,. Stad jesli A € S%(N), to (p*A) € S (M),
gdyz (¢*A)(v,w) = A(dp(v),dp(w)) = 0 dla v € TF; oraz w € TF; przy i # j, co
wynika z dp(v) € TGS ), dp(w) € TG ;) oraz (i) # o(j). Podobnie, jezeli A € S3(N) to
©*A € SEH(M), gdyz dla v, w € TFF mamy ¢*A(v,w) = A(dp(v), dp(w)) = 0, co wynika
wprost z dp(v), dp(w) € TGS ;) dla dowolnego i = 1,2, ..., n. To daje ¢*SH(N) C SH(M)
oraz ¢*S3(N) C S3(M). Zawierania przeciwne wynikaja z lokalnej odwracalnoci ¢.
Rozktad ten okresla dwa rzutowania
prp : S*(M) = SH(M) & S5 (M) — SH(M), (2.1.54)
pro : S2(M) = S3(M) @ S3(M) — S3(M).
Poniewaz koneksja © zgodna z (W, Q) jest beztorsyjna oraz paralelizuje forme objetosci
€2, jej tensor Ricciego jest symetryczny [41, Chapter I, Proposition 3.1]. Stosujac zatem

powyzszy rozklad otrzymujemy charakteryzacje tensora niejednorodnosci wzgledem (2

tkaniny W dowolnego kowymiaru.

Twierdzenie 2.17. Niech W bedzie n-tkaning na (M, S2), oraz niech Rc oznacza tensor
Ricciego dowolnej koneksji © zgodnej z (W, Q). Wtedy

KW, Q) = pro(Re). (2.1.55)
Dowdd. Przez zestawienie Definicji [[.3] z Lematem O
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2.2 Zagadnienie klasyfikacyjne

Gléwny motyw tej czedci pracy to proba odpowiedzi na pytanie: czy uzyskane wczesniej
niezmienniki krzywiznowe umozliwiaja nam dokonanie lokalnej klasyfikacji tkanin w geo-
metrii unimodularnej, tj. co do dziatania grupy (kietkéw) dyfeomorfizméw ¢ : M — M
zachowujacych dang na M forme objetosci 27

W tak postawionym problemie klasyfikacyjnym istotne okazuje si¢ by¢ Stwierdzenie[I.]]
moéwiace, ze kazdy tkanina jest lokalnie réwnowazna tkaninie postaci Wy = (Fi, ..., Fy)
okreglonej na R™ o wspétrzednych (1,9, ...,2,,) z forma objetosci Q = h(x)dz; A
dzo N - - A\ dz,,, ktorej foliacje F; dla ¢« = 1,2,...,n generowane sa przez dystrybucje
styczne TF; = (joh i kerde;, gdzie 0 = my < mg < -+ < my < Myy = m sy
pewnymi liczbami naturalnymi. Stwierdzenie to pozwala zredukowaé postawiony problem

do prostszego zagadnienia na R™.

Twierdzenie 2.18. Niech (M, ) bedzie rozmaito$cig gladkq wyposazong w forme objeto-
sci Q, oraz niech p € M. Ustalmy liczby c1, ..., c, spelniajace Y ;_, ¢, = m. Zagadnienie
klasyfikacji kietkow w p € M n-tkanin kowymiaru (cy,...,c,) co do dziatania grupy kiel-
kow dyfeomorfizmow unimodularnych redukuje sie w petni do klasyfikacji kietkow form
objetosci Q) wzgledem dziatania 2 — ©*Q grupy Gy, kietkow w zerze dyfeomorfizmow ¢
zachowujgcych strukture ustalonej tkaniny Wy = (F1, ..., Fn), ktorej foliacje F; genero-
wane sq przez dystrybucje styczne TF; = ﬂ;’if;ﬁl kerdzy dlai=1,2,...,n, gdziem; =0
oraz Mjp1 = Zf;zl cp dla 7 = 1,2,...,n. Odpowiednios¢ miedzy klasami rownowazno$ci
kietkéw tkanin a orbitami dzialania dana jest przez W = (Gi,...,Gn) — Sy, (1) Q,
gdzie ¥ = (y1,...,x,) to dowolny uklad wspdlrzednych o srodku w p € M spelniajgcy

TG = Mest i kerday, dlai=1,2,... n.

Dowéd. Jezeli dane sa dwia kietki w p € M tkanin Wi, W, na (M, Q) zwiazane kietkiem
dyfeomorfizmu unimodularnego f w punkcie p bedacym rownowaznoécia kietkow Wy i W,
to zgodnie ze Stwierdzeniem [I.Imozna dobra¢ dwa lokalne uktady wspétrzednych ¢y, o :
(M,p) — (R™,0) tak, by ¢1, @ byly kietkami réwnowaznosci tkanin W, W, odpowiednio
z ustalong tkaning W, tego samego kowymiaru. Formy objeto$ci na przeciwdziedzinach
©1, @2 sa Téwne Q== (o7 1)*Q oraz Qy := (p;1)*Q odpowiednio. Odwzorowanie g = @ o
foprt: R™ — R™ powstale przez sprzegniecie f z powyzszymi réwnowaznosciami bedzie

zachowywaé tkanine W, oraz spelnia¢ ¢*€)y = €1y, zatem kazdej klasie unimodularnej
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réwnowaznosci kietkéw tkanin odpowiada dokladnie jedna orbita dzialania grupy &yy,.
Rowniez odwrotnie, jezeli w tym kontekscie kielek g réwnowaznosci Wy z W, spetnia
g*Qs = Qy, to wtedy f = @5 0 g o jest unimodularng réwnowaznoécia kietkéw tkanin
Wi oraz W, co dowodzi, ze odpowiednio$¢ ta jest jeden do jednego.

Pokazemy, ze jest ona ,na”. Niech dany bedzie kietek w zerze formy objetosci €2; na R™.
Wybierzmy dowolny uktad wspotrzednych ¢ na M o srodku w punkcie p € M i okreslmy
kietek formy objetosci Qs = (¢ ~1)*Q w punkcie 0 € R™. Zapiszmy obie formy w postaci
Q; = hi(x)dzy Adxy A -+ A dx,, oraz okreSlmy odwzorowania ¢; : (R™,0) — (R™,0)
wzorem

(pz(l') = (ZEl,l’Q,...,ZEm_l,/O h,»(xl,xg,...,xm_l,t) dt) (221)

dla ¢ = 1,2. Stad, ze gestosci h; sa wszedzie niezerowe, odwzorowania ¢; sa kietkami
dyfeomorfizméw. Dodatkowo zachodzi ¢} (dzy Adxa A - - Ndxy,) = Q; dlai = 1,2, a zatem
kietek dyfeomorfizmu f : (M,p) — (R™,0) danego przez f = ¢ o ;' ot spehia
(f71H)*Q = Q i zadaje uktad wspotrzednych prostujacy kielek tkaniny W = (Fi, ..., F,)
na (M, Q) wp € M, ktoérej foliacje zadane sa przez catkowalne dystrybucje styczne T'F; =
Niein 1 kerdf; dlai = 1,2, ..., n, gdzie f; do sktadowe odwzorowania f we wspéirzednych.

To konczy dowdd. [

W ten sposob zagadnienie lokalnej klasyfikacji tkanin ustalonego kowymiaru w geome-
trii unimodularnej redukuje sie do zagadnienia klasyfikacji kietkéw form objetosci wzgle-

dem nastepujacej relacji rownowazno$ci.

Definicja 2.19. Niech W, bedzie kietkiem w 0 tkaniny na R™. Powiemy, ze dwa kietki
w zerze form objetosci 21, (2 na R™ sa Wy-réwnowazne, gdy istnieje kietek w zerze dyfe-

omorfizmu ¢ zachowujacego W, taki, ze ¢*(ly = €.

Przyktad 2.3. Niech W, = (F, G) bedzie kietkiem w zerze tkaniny kowymiaru 1 na prze-
strzeni R? o wspotrzednych (z,y), ktérej foliacje generowane sa przez dystrybucje styczne
TF = kerdz oraz TG = ker dy. Wykazemy, ze kietki form objetosci €; = h;(x,y) dz A dy,
gdzie

2,2

hi(z,y) = i hy(z,y) = (1 +2)(1 +y) etV (2.2.2)

nie sg Wy-réwnowazne pomimo, ze tensory niejednorodnosci par (W, §2;) dla i = 1,2 sg
sobie réwne i wynosza (W, ;) = xydxdy. Gdyby zalozyé przeciwnie, kietek réwno-
waznosci o : (R?,0) — (R?0) przyjalby posta¢ ¢(z,y) = (2(z),9(y)) (co do permutacji
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zmiennych) oraz spehialby ¢*Q = Qs czyli

e @0’ 3 (Vg (y) = (1 + 2)(1 + y)ei®™’, (2.2.3)
Kladac w powyzszym réwnaniu z = y = 0 otrzymaliby$my #'(0)7'(0) = 1. Przyjecie
osobno y = 0 oraz z = 0 doprowadziloby nas do tozsamosci Z(z) = 2(0)(x + 32?) oraz

J(y) = 9'(0)(y + 3y*) odpowiednio, ktére razem przecza (2.2.3).

Powyzszy przyktad czeSciowo odpowiada na pytanie postawione na poczatku roz-
dziatlu: réwnosé tensoréw niejednorodnosci (W, €2;) kietka tkaniny W, wzgledem kiel-
kow form objetosci €21, €25 nie pociaga za sobg wprost Wy-réwnowaznosci {2y, {25. Nasuwa
sie naturalne pytanie: czego wlasciwie brakuje, by umozliwi¢ lokalng rekonstrukcje formy
objetosci ze stowarzyszonego z nim tensora niejednorodnosci? Odpowiedz staje si¢ dobrze
widoczna we wspotrzednych prostujacych tkanine Wy. Zgodnie z Definicja [1.3|zagadnienie
rekonstrukeji sprowadza sie w nich do nastepujacego problemu: majac dang cze$é¢ sposroéd
mieszanych pochodnych czastkowych ‘?%%T pewnej funkeji gladkiej log|h| € C*°(R™,0),
odnajdz h. Rozwiazania tak postawionego problemu sg wyznaczone jedynie z doktadnoscig
do mnozenia przez funkcje gladkie fi(z) = fi(Tmg1,---, Tm,,,) dla i = 1,2,... n, gdzie
my = 0 oraz mj;, = Zi:l codim Fi dla 7 = 1,2,...,n. Jednym ze sposob6éw na ujedno-
znacznienie rozwigzania jest postawienie pewnego rodzaju ,warunkéw poczatkowych” w
naszym zagadnieniu, zadajac z gory wartosci szukanej funkcji A na pewnym podzbiorze jej
dziedziny w taki sposéb, by wyznaczy¢ jednoznacznie czynniki swobodne f;. Okazuje sie,
ze kazdy taki zestaw warunkéw poczatkowych daje sie¢ sprowadzi¢ do postaci trywialnej
dobierajac w odpowiedni sposob uktad wspétrzednych prostujacy tkanine Wy. Kilka ko-
lejnych stron niniejszej pracy po$wigcimy przedstawieniu powyzszych wynikéw w sposéb
bardziej formalny i szczegotowy.

W ponizszym twierdzeniu wykorzystamy pojecie cofniecia o*E gtadkiej wiazki wekto-
rowej E % M wzdtuz zanurzenia podrozmaitosci S < M. Jej ciecia, zwane cieciami E
wzdtuz S, mozna utozsamic¢ z odwzorowaniami s : S — F spelniajacymi pos = . W przy-

padku, gdy ¢ jest zanurzeniem topologicznym, kazde takie ciecie mozna przedstawic¢ jako

zlozenie o o 1 pewnego ciecia o € I'(E) z inkluzja ¢ dzieki |36, Lemma 10.12].

Twierdzenie 2.20. Niech Wy = (Fi,...,Fn) bedzie ustalong n-tkaniny na przestrzeni

R™ o wspétrzednych globalnych (1, xa, . . ., x.,), ktorej foliacje generowane sq przez dystry-
bucje styczne T'F; = ﬂzn:ifnliﬂ ker dxy, gdziemy = 0 orazmj, = Z{;:l cpdlag=1,2,...,n
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oraz pewnych liczb naturalnych cy,...,c, > 0 spetniajgcych {gcznie >, c; = m. Niech
dodatkowo F bedq foliacjami generowanymi przez dystrybucje styczne TF; = (2 TF;
dla i = 1,2,...,n. Oznacemy przez L; liscie foliacji F{ przecinajgce 0 € R™ oraz przez
ti » Ly = R™ odpowiadajgce im zanurzenia. Dla ustalonych

(i) nigdzie nieznikajgcych cieé ; € T(LF(A™ TR™)) wedtuz v; dlai=1,2,...,n takich,

ze 0 = Qo dla kazdej pary indekséw i,j = 1,2,...,n,
oraz
(13) pola 2-tensoréw kowariantnych A spelniajgcego tozsamosci tensoréw niejednorodno-
sci
(1) AX,Y) = A(Y,X) dla kazdej pary X,Y € X(R™),
(2) AX,Y) = 0 dla wszystkich X,Y € I'(TFf) oraz dowolnego ustalonego i =
1,2,...,n,
(3) XAY,Z) = YAX,Z) dla X € I(TF;), Y € I(TF;) oraz Z € I'(TFy),
gdzie 1,5,k =1,2,...,n sq takie, Ze i # k oraz j # k,

istnieje doktadnie jedna forma objetosci Q2 na R™ spetniajgca 2 o 1; = €; dla wszystkich

i=1,...,n oraz KWy, Q) = A.

Dowdd. We wspoétrzednych (x1, o, ..., x,) danych w sformutowaniu twierdzenia mamy
Li={(0,...,0,Zmp1,. - Ty, 0,...,0) ER™ 12y 4,0, Ty, € R}
Qi = hi(xmi+1, v ,ZEmH_l) dIl A d(lfg VANRREIVAY d.’L’m (224)
A= Z Ajk dZEdeL'k,
k=1

gdzie h; € C™(L;), Ajr, € C*(R™) dlai,j, k =1,2,...,nsa pewnymi funkcjami gtadkimi.
Okredlmy h € C(U;j_y Li) wzorem h(x) = hi(Tm, i1, - -+, Tmy,,) dla argumentéw = € L;.
Uzyskana w ten sposob funkcja jest dobrze okreslona, gdyz h;(0) = h;(0) dla i,j =
1,2,...,n.

Naszym celem jest rozszerzy¢ funkcje h do funkeji gladkiej h € C°°(R™) w taki sposéb,

% log|h|
ijﬁxk

par indekséw j, k = 1,2, ..., n, dla ktérych zachodzi j ¢ k w notacji (2.1.4), oraz wykazac

by spetniony byt uktad réwnan rézniczkowych czastkowych = Aj;, dla wszystkich
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jednoznacznosé tego rozszerzenia. Wtedy przyjecie Q = h(z)dxy A - -+ A dx, zakonczy

dowdd. Uktad ten mozna zapisa¢ rownowaznie w postaci catkowej

h(:)j) _ (h(l’l,.. y Lj— 1,0 Ljt1yeesTm )h($1,...,$k_1,0,$k+1,.)..,$m)>

(xla.. x] 170 -T]“Fl)-.-7$k—170;xk+1,...7$m (225)
x Tk
eXp(/J/ jk mly..-,tj,...,tk,...,.%m) dtkdt]> dlaj7ék
Réwnania te pozwalaja nam wyrazi¢ wartos¢ funkcji h w punkcie z = (x4, ..., 2,) przy

pomocy wspotczynnikow tensora A oraz warto$ci h w punktach o Scisle mniejszej ilosci
niezerowych wspotrzednych. Podczas gdy jest to mozliwe na wiele sposobéw — po jednym
dla kazdej pary indekséw j o4 k — uzyskane wyniki okazujg sie by¢ ze soba wzajemnie
zgodne. By to wykazaé, oznaczmy prawg strone réwnosci pIzez pjj oraz zapiszmy

wystepujaca tam catke podwodjng z Ajj jako

Tj [Tk ]
// (/ ]k(xl,...,tj,...,tk,...,tl,...,acm) dtl> dtkdt]

—|—// ZL’l,...,tj,...,tk,...70,...,$m)dtkdtj

dla pewnego indeksu [ = 1,2,...,n spetniajacego | ¢ k. Rozwinmy teraz drugi sktad-
nik tej sumy przy pomocy réwnosci zastosowanej w dowolnym punkcie postaci
(z1,..., 21,0, 2141, . . ., Tp), @ nastepnie wstawmy uzyskany wynik z powrotem do (2.2.5).
7, wtasnosci pola tensorowego A oraz z twierdzenia Fubiniego o zamianie kolejnosci
catkowania uzyskane w ten sposéb wyrazenie na h(x) jest symetryczne w indeksach j, [,
a wiec jest rowne jednoczesnie p;, and py. Poniewaz pj. = pgj, prawa strona
przyjmuje ta samg wartosé¢ niezaleznie od wyboru indekséw 7, k.

To pozwala wykazaé istnienie i jednoznacznoéé rozszerzenia funkeji h za pomocy in-
dukcji. Jeden ze sposobow przeprowadzenia indukeji polega na zdefiniowaniu dla dowol-
nego podzbioru zbioru indekséw I C {1,2,...,m} podprzestrzeni liniowej F; wszystkich
punktéow = = (x1,...,x,,) speiajacych x, = 0 dla k ¢ I. Podstawa indukcji jest fakt,
ze funkcja h jest dobrze okreslona i tozsama z h na wszystkich zbiorach postaci Fy dla
I C m;, gdzie ©+ = 1,2,...,n. Kolejne kroki indukcji wykorzystuja wzor do roz-
szerzenia h ze zbioru Fp U Fpv na zbioér F; w sposéb gladki i jednoznaczny, jezeli tylko
I =T1'U{k}=1"U{l} dla pewnych k 7 [. Biorgc dowolny zbiér indekséw I nie uwzgled-
niony w podstawie indukcji taki, ze h rozszerza si¢ w sposob gtadki i jednoznaczny na
zbiory F; dla wszystkich J C I, to prawda jest, ze I Nm; # @ oraz I N7; # & dla pewnej

pary indekséw i # j. Mozna zatem przyja¢ I’ = I \ {k} oraz [” = I \ {l} dla pewnych
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ke INm oraz l € I Nw; by rozszerzy¢ h na zbiér Fy z pomocy wzoru ([2.2.5)), wienczac
indukcje oraz caty dowdd. [

Przedstawione powyzej rozumowanie mozna z powodzeniem przeprowadzié¢ lokalnie,
dla kietka w zerze tkaniny W, oraz kietkéw cie¢ €);, A, dziatajac na ich reprezentantach
okreglonych w odpowiednio matym otoczeniu zera postaci U = (—e,e)™ C R™. Fakt ten

prowadzi do nastepujacego wniosku.

Whniosek 2.21. Niech W = (Fi,...,F,) bedzie kielkiem w punkcie p € M n-tkaniny
na (M,SQ), ktorej foliacje spelniajq tgcznie Y1, codim F; = m. Kielek formy objetosci
Q w punkcie p € M jest wyznaczony jednoznacznie przez kietek tensora niejednorodnosci
KW, Q) tkaniny W wzgledem Q w p oraz wartosci formy Q wztuz sumy Up_, Ly kielkow
lisci foliacji dopelniajgcych Ly € Fi przecinajgcych punkt p.

Dowdd. Poprzez redukcje zagadnienia lokalnego na M do zagadnienia na R™ przy po-
mocy Stwierdzenia [1.1] oraz zastosowanie tezy Twierdzenia [2.20| o jednoznacznosci formy

objetosci do A = K(W, Q) oraz ; = Qo; dla inkluzji ¢; : Ly = R™ i=1,2,...,n. O

Proces normalizacji danych poczatkowych €2; w zagadnieniu odczytywania formy ob-
jetosci tta z postaci tensora niejednorodnosci ustalonej tkaniny przebiega w nastepujacy

sposob.

Lemat 2.22. Niech Wy = (Fi, ..., Fn) bedzie kielkiem w zerze n-tkaniny na R™ o folia-
cjach generowanych przez dystrybucje styczne TF; = Nyt kerdwy dlai =1,2,...,n,
gdzie my = 0 oraz mj; = Zizl cp dla 7 = 1,2,...,n oraz pewnych liczb ¢, cq, ..., cy

spetniajgcych Y73 ¢, = m.

(1) Kietek dowolnej formy objetosci Q € Q™(R™) jest Wy-réwnowazny kietkowi pewnej
formy Qo spetniajgcej Qog = dxy Adxy A -+ - A dxy, we wszystkich punktach postaci
q=1(0,...,0,Zms1,- -, Tm;11,0,...,0) dlai =1,2,...,n.

(2) Kazde odwzorowanie ¢ zadajgce Wy-réwnowazinosé dwich kietkéw form objetosci

01,0y € Q™(R™) spetniajocych Qg = Qg = dxy Adxy A -+ A dxy, we wszystkich

punktach ¢ = (0,...,0,Tmu1,. s Tm,y 5 0,...,0) dla i = 1,2,....n jest zloZeniem
odwzorowania Y(x) = (P1(X1), ..., Un(Xn)), gdzie 1; to przeksztalcenia postaci
f[l}.
(xm¢+17 cee 7$mi+1) =X; %(Xz) = (ym¢+1(xi)a S 7ym¢+1(xi))> (2-2-7)
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o statych wyznacznikach det di;(x;) dla i = 1,2,...,n, oraz permutacji wspolrzed-
nych X; = Xy dla pewnej o € S™ spetniajgcej codim Fo(iy = codim Fj,. Ztozenie
to ma dodatkowo te wlasnosé, ze sgnol,, -T1i, det dvy(x;) = 1, gdzie przez J, ozna-

czamy zbior indeksow j = 1,...,n dla ktérych codim F; jest nieparzysty.

Dowdéd. Forma 2 ma posta¢ h(x)dzy A --- A dx,, dla pewnego kietka funkcji gtadkie;
h € C*(R™,0). Wykonajmy podstawienie

1 Tmgt+1
Yrot1 = h(o)/o B0, ... 0.t Toras s Ty 0, ..., 0) dt, (2.2.8)

dla kazdego ¢ = 1,...,n, oraz przyjmijmy y, = x; dla wszystkich pozostatych wspoétrzed-
nych. Oznaczmy powstale w ten sposéb przeksztalcenie x — y(z) symbolem . Bezpo-
srednimi rachunkami dowodzimy, ze dla kazdego indeksu ¢ = 1,...,n oraz punktu postaci
q=1(0,...,%;,...,0) zachodzi réwnos¢ ¢*(h(0) dxy A - -+ A dxp,)|q = )4 Aby uzyskaé 7za-
dana Wy-réwnowaznos¢, wystarczy zatem przeskalowac liniowo jedna ze wspotrzednych.

Wezmy teraz Wy-réwnowaznosc¢ ¢ kietkow form objetosci €24 i €25 spetniajacych €y, =
Qg = dxy A+ - - Ndxy, w kazdym punkcie postaci ¢ = (0,...,%;,...,0)dlai=1,2,...,n.
Poniewaz ¢ jest kietkiem auto-réwnowaznosci tkaniny Wy, przyjmuje on postaé p(z) =
(01(X61)), -+ Pn(Xom))) dla @ = 1,...,n oraz pewnej permutacji o € S, spelniajacej

codim Fy(;) = codim F; dla wszystkich i =1,...,n. Mamy zatem

dzy A N dxpg = @ (dxy A - ANdy,)

8 o—1(q a o—1(i (229)
=4 (H det %XO)(O)> - det SOaXl()(XZ) dzy A -+ N dpg,
J# J
w kazdym punkcie postaci ¢ = (0,...,x;,...,0) dla ¢ = 1,2,...,n, gdzie przez %

rozumiemy macierz Jacobiego odwzorowania ; w bazie standardowej. Rownos¢ ta pociaga

za sobg statosé det 82—“":_) dlai=1,...,n. Przyjmujac w niej x = 0 otrzymujemy
+ [ det Qo) _q, (2.2.10)
i—1 aXZ‘

Wiasciwy znak odnajdujemy rozpisujac o jako iloczyn transpozycji indekséw 7 odpowia-
dajacych permutacji zestawéw zmiennych x; <— x;, gdzie codim F; = codim F; = ¢ dla
pewnej liczby ¢ € N. Kazda taka permutacja 7 sktada sie z ¢ transpozycji przemieszcza-
jacych pojedyncze zmienne xy, ktére tacznie przekladajg sie na dodatkowy czynnik (—1)¢
w wyznaczniku det dy. Jest on istotny tylko wtedy, gdy c jest liczba nieparzysta. lloczyn

tych czynnikéw to dokladnie liczba sgn o), z tezy twierdzenia. O]

64



Lemat ten w parze ze Stwierdzeniem dostarcza sposobu na dalsza normalizacje

uktadow wspotrzednych prostujacych tkanine.

Definicja 2.23. Niech W = (F,...,F,) bedzie n-tkanina na (M, ). Uklad wspélrzed-
nych (x1,xq,...,%y) znormalizowany wzgledem (W, ) o $rodku w p € M to lokalny

Mi+1

uktad wspotrzednych spehniajacy TF; = N2, 1 kerdxy, dlai=1,2,... n oraz
Qg =dwy Ndxy A -+ Nday, (2.2.11)

dla wszystkich punktéw ¢ postaci (0,...,0, Zp1s - -+ s Tmyyy, 0,...,0), gdzied = 1,2, ... n,

my = 0 oraz mj;q = Zizl codim Fi dla j =1,2,...,n.

Znormalizowane uklady wspoétrzednych konstruuje sie biorac kietek réwnowaznosci
w punkcie p tkaniny W oraz kietka tkaniny Wy na (R™, Qy) w zerze, ktéry odnajdujemy
w oparciu o Stwierdzenie [I.1] ztozony z Wy-réwnowaznoscia opisana w Lemacie 2.22]

[stnienie znormalizowanych ukladéw wspotrzednych stanowi uogdlnienie twierdzenia
Tabachnikova [48] o postaci normalnej formy objetosci stowarzyszonej z 2-tkanina bez-
dywergencyjna (M, ), F,G). Niech (x1,2s,...,z,) beda wspdlrzednymi znormalizowa-
nymi w powyzszym sensie o §rodku w p € M ogdélnej tkaniny W = (F,...,F,) za-
danej na (M, ), oraz niech m = (z1,x9,...,2,) bedzie idealem maksymalnym pier-
Scienia kietkéw funkcji gtadkich w punkcie p. Gestosé h € C*°(M,p) formy objetosci
Q = h(x)dry ANdxg A -+ A dz,, w tych wspélrzednych ma postaé

h<x) = 1 + Zi<j, mi<k§m,‘+1,mj<l§mj+1’ikl'rkxl + f(x)7 (2212>

gdzie kj; to wspéleczynniki w p tensora niejednorodnosci (W, ), = >ij Kij dwg dj,
podczas gdy kielek funkcji gladkiej f € m3 przyjmuje wartoéci zerowe dla argumentéw
postaci (0,...,0, Zpm1s .- Ty, 0,...,0), gdzie i = 1,2,...,n. Gdy tkanina W sklada
si¢ z dwéch foliacji, powyzsza réwnoéé (wzieta modulo m?) redukuje si¢ do [48, Theorem
0.2, (ii)].

Ustalmy teraz kietek w zerze n-tkaniny Wy = (Fi,...,F,) na R™ i przyjmijmy do-
datkowo, ze foliacje JF; generowane sa przez dystrybucje styczne T F; = ﬂ;n:jnl 11 ker duy,
dlai =1,2,...,n w pewnych ustalonych wspétrzednych (z1,xs,...,2Z,), gdzie m; = 0,
Mj1 = Z{;:l codim Fj, dla j = 1,2,...,n oraz my,4+1 = »_,_; codim F = m. Oznaczmy
przez Qﬁ{,vvo grupe wszystkich kietkéw dyfeomorfizméw ¢ : (R™,0) — (R™,0) zachowuja-
cych kietek tkaniny W, oraz spetniajacych (p*A)), = A} dla jednostkowej formy objetosci
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A = dxiNdxa - - -Ndx,y, oraz kazdego punktu g postaci (0,...,0, Zpg1, - o Ty, 0., 0).
Przeksztatcenia te graja role zamian uktadéw wspotrzednych pomiedzy uktadami znor-
malizowanymi przy pomocy Lematu [2.22] Przedstawiona wyzej redukcja grupy zamian
uktadow wspotrzednych prostujacych W, do grupy 6{/\[\,0 umozliwia przeformutowanie roz-

patrywanego w tym rozdziale zagadnienia klasyfikacyjnego w nastepujacy sposob.

Twierdzenie 2.24. Niech Wy = (Fi,...,F,) bedzie kielkiem w 0 ustalonej n-tkaniny
kowymiaru (ci,...,¢,) dla pewnych liczb ¢ spelniajacych Y, ¢, = m. Wtedy klasy
unimodularnej réwnowaznosci kietkéw w punkcie p € M tkanin na (M,Q) kowymiaru
(c1,...,¢n) sa w bijekcji z orbitami dziatania grupy (’5{/\7\,0 na kietkach w0 pol kowariantnych
2-tensorow symetrycznych A na R™ spetniajgcych tozsamosci tensorow niejednorodnosci
z Twierdzenia poprzez cofniecie A — ©*A wzdluz danego odwzorowania ¢ € @{/VVO.
Odpowiednio$é ta dana jest przez W — &3, (0~ 1)*K(W,Q), gdzie p(x) = (21,22, .., Tp,)

jest dowolnym uktadem wspotrzednych znormalizowanym wzgledem W .

Dowoéd. W dowodzie postuzymy si¢ zagadnieniem klasyfikacji kietkéw w 0 form objetosci
na R co do relacji Wy-réwnowaznosci, do ktérego za sprawa Twierdzenia 2.18 redukuje sie
pierwotne zagadnienie. Niezmienniczo$¢ tensora (W, ) wzgledem réwnowaznosci tkanin
gwarantuje, ze (=) (W, Q) = KW, (v 1)*Q) dla dowolnego lokalnego uktadu wspot-
rzednych ¢ : (M,p) = (R™,0); ¢ = (z1, %2, ..., 2,) spetniajacego TF; = N2} | ker dxy,
dlai =1,2,...,nredukujacego zagadnienie na (M, p) do zagadnienia na (R™, 0). Ustalmy
takie wspotrzedne. Dzieki nim mozemy bez przeszkdéd poshugiwacé sie w dowodzie tenso-
rami niejednorodnosci tkaniny W, wzgledem kietkow form objetosci na R™.

WezZmy dwa kietki w zerze form objetosci €2, {25 na R™ i zatézmy, ze odwzorowanie ¢
spetniajace ©*Qy = 2 zadaje Wy-réwnowaznosé €2y i (2y. Z Lematu [2.22 mozemy znalezé
Wh-réwnowaznosci ¢y form 2y, Ql oraz 19 form g, QQ dla pewnych kietkéw form objetosci
Q); spelniajacych

Mg = Qog = doy ANdzg A -+ - Nday, (2.2.13)

we wszystkich punktach postaciqg = (0,...,0,Zmg41, -, Tm,y,0,...,0)dlai =1,2,... n.
Zlozenie ¢ = 1)y 0 wo1hy  jest Wy-réwnowaznoscia Q1, Q. Poniewaz dodatkowo zachodzi
, mamy @ € (’5{)(,0. Co wiegcej, z niezmienniczosci tensora niejednorodnosci wzgledem
réwnowaznosci tkanin mamy G* (W, Q) = K(Wo, 1), co dowodzi, ze przyporzadkowa-

nie z tezy twierdzenia jest dobrze okreslone.
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W druga strone, majac dane odwzorowanie ¢ € @{/VVO spekiajace gZ*IC(WO,QQ) =

KWy, 1), docieramy z niezmienniczo$ci tensora niejednorodnoéci wzgledem réwnowaz-
0 )

nosci tkanin do réwnoéci K(Wy, ¢*Qs) = K(Wp, Q1). Poniewaz
" Qopy = Qg = doy Adwg A -+ Aday, (2.2.14)

dla wszystkich punktow postaci ¢ = (0,...,0, Zp1s -+ s Tiyiy, 0,...,0) dlai =1,2,... n,
z tezy o jednoznacznosci w Twierdzeniu otrzymujemy @*Qy = Q. To dowodzi Wj-
réwnowaznosci Ql oraz Qg, a wiec réwniez Wy-rownowaznosci {21 oraz {25 poprzez ztozenie
 z odwzorowaniami 1, 1». WykazaliSmy w ten sposob, ze réznym klasom unimodularne;j
réwnowaznosci kietkéw tkanin na (M, Q) odpowiadajg rézne orbity dziatania grupy &), .
Aby wykazaé, ze odpowiednioS¢ ta jest ,na’”, wystarczy zauwazy¢, ze dowolne pole tenso-
rowe A spelniajgce tozsamosci tensoréw niejednorodnosci tkaniny W, zgodnie z Twier-
dzeniem istotnie jest tensorem niejednorodnosci (Wy, ;) tkaniny W, wzgledem
pewnego kietka w zerze formy objetosci €2;. To sprawia, ze odpowiednio$¢ miedzy klasami
unimodularnej réwnowazno$ci tkanin a orbitami dzialania grupy &y, jest bijekcja. Oba

problemy klasyfikacyjne sa rownowazne. O

Redukcja ta okazuje sie by¢ istotna ze wzgledu na nastepujacy fakt: grupa (’5%0 jest
grupa skonczenie-wymiarows (wtedy i tylko wtedy), gdy tkanina W, jest tkanina kowy-

miaru 1. Kazde odwzorowanie ¢ € &,y jest odwzorowaniem liniowym, poniewaz réwnosci

det % = const. dlaz = 1,...,m spelione zgodnie z Lematem [2.22| przez kazdg zamiane

o (i)

wspoétrzednych o(z1,. .., 2m) = (P1(@eq)), -, Pm(To@m))), 0 € Sy, miedzy dwoma ukta-
dami znormalizowanymi wzgledem W, w sensie Definicji [2.23) jest tym samym, co stato$é
rozniczki dp. Ta uwaga otwiera droge do klasyfikacji kietkow niektérych generycznych

tkanin kowymiaru 1 postugujac si¢ elementarnymi narzedziami.

Przyklad 2.4. Naszym celem jest odnalezienie postaci kanonicznej kietka generycznej
formy objetosci 2 = h(z,y) dz A dy wzgledem Wy-réwnowaznosci, gdzie Wy = (F,G) to
kietek w zerze 2-tkaniny na R2, ktérej foliacje generowane sg przez dystrybucje styczne
TF = kerdx oraz TG = kerdy. Biorac pod uwage teze Lematu [2.22) mozemy zatozy¢,
ze h(z,0) = h(0,y) = 1. Dodatkowo, kazdy inny uklad wspétrzednych (Z,7) w ktérym
zachodzi h(Z,0) = h(0,7) = 1 rézni si¢ od (x,y) poprzez liniowa zamiane wspolrzednych

postaci
(#,7) = (cx,c'y) lub (2,7) = (cy,—c 'z) dlace R\ {0}. (2.2.15)
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Poniewaz tensor niejednorodnosci (W, Q) = k(z,y) dedy = %%'Z' dxdy jest niezmien-

nikiem par ztozonych z tkaniny i formy objetosci, réwniez jego pochodna kowariantna
wzgledem koneksji © zgodnej z (Wp, Q) jest ilodcia niezmiennicza. Zgodnie z postacia

macierzy 6 koneksji © dang we wzorze (2.1.42) otrzymujemy

VKW, Q) = V(k(z,y) dedy)
= (dk — k(0] + 03)) @ (dzdy) (2.2.16)
= (dr — rk dlog|h|) ® (dzdy).

Jej warto$é w zerze wynosi doktadnie dx ® (dx dy), gdyz gesto$¢ h jest stala na zbiorach

{z =0} oraz {y = 0}.

Zalézmy teraz, ze spelnione sa warunki generycznosci %(0) £ 0, g—Z(O) # 0. Wyko-
rzystujac obroty uktadu wspoétrzednych o kat 7/2 oraz przeksztatcenia postaci (z,y) —
(cz, 1y) dla ¢ > 0 mozemy sprawi¢, by pochodna VK (W, Q) spetniata 2£(0) = g—Z(O) > 0.
Uktad wspoétrzednych o tej wlasnosci jest wyznaczony jednoznacznie, zatem pozostaje juz

tylko zastosowadé lemat Hadamarda by uzyskaé posta¢ kanoniczng gestosci h, ktora wy-

nosi
h(z,y) = 1+ zy(ko + 50 (z +y) + 2% Gi(x) + 2y Gra(z,y) + 4* §2(y) ) (2.2.17)

dla pewnych kietkéw funkcji gtadkich §i,go € C*®(R,0), gi» € C*°(R?,0) oraz pewnych

statych rzeczywistych ko € R, a € R,. Te dwa niezmienniki skalarne wyrazaja si¢ wzorami

o2 B0 |05 = FO0) - (HOF0 ~ FOO) T

w dowolnym (niekoniecznie znormalizowanym) uktadzie wspotrzednych (z,y), w ktérym
TF = kerdr oraz TG = kerdy. Dwie formy objetosci spelniajace powyzszy warunek
generycznosci sa Wy-réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy postacie kanoniczne ich gestosci

sg sobie rowne.

2.3 Holonomia unimodularna tkanin

Niech W = (F,...,F,) bedzie n-tkanina na (M, ). W tym rozdziale skupimy sie na
pewnej geometrycznej interpretacji tensora niejednorodnosci (W, Q) pary (W, Q) inspi-

rowanej pracami Blaschkego, Thomsena i Bola na temat 3-tkanin na ptaszczyznie [9, 44]
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oraz opartej o interpretacje tensora krzywizny struktur bilagranzowskich podana w pracy
Tabachnikova [48] w wymiarze 2.

Struktury bilagranzowskie definiuje sie jako struktury (M, w, F, G) sktadajace sie z roz-
maitosci gtadkiej M, formy symplektycznej w i dwoch transwersalnych foliacji F,G o li-
Sciach lagranzowskich. 7 kazda taka strukturg zwigzana jest doktadnie jedna beztorsyjna
koneksja afiniczna V speliajaca V,I'(T'F) C I'(T'F), V,I'(T'G) C I'(TG), oraz V,w =0
dla kazdego v € T M, ktéra nazywa sie koneksjg bilagranzowskq |21, [51].

Zgodnie z interpretacjg Tabachnikova jedyny niezerowy wspdétczynnik tensora krzywi-
zny koneks;ji bilagranzowskiej V w punkcie p jest w przyblizeniu rowny pewnemu ilorazowi
pol powierzchni sgsiadujacych ze soba krzywoliniowych figur geometrycznych zamknietych
przez liscie tkaniny, ktorych jednym z wierzchotkéw jest doktadnie punkt p (Rysunek ,
lewa strona). Przystapimy teraz do opisu analogicznej konstrukeji dla tkanin wyzszego
(ko)wymiaru w geometrii unimodularne;j.

Dla kazdego x,y € R przez [z, y| bedziemy rozumieé zwykty przedzial domkniety [z, y]
z orientacja dodatnia gdy = < y, oraz przedzial domkniety [y, z] z przeciwna orientacja gdy
x > y. Dla kazdej pary wektoréw a,b € R™ przyjmiemy oznaczenie [a,b] = [T}, |ax, bk,
gdzie czynniki w tym iloczynie okreslone sg w zgodzie z powyzsza konwencja. Powstalg

w ten sposob kostke orientujemy iloczynowo.

Definicja 2.25. Niech W = (Fy, ..., F,) bedzie tkaning kowymiaru 1 na M, oraz niech
p,q € M. Zbiér zwarty C C U C M przyjmujacy postaé [p(p), ¢(q)] w pewnym ukladzie
wspolrzednych p(x) = (z1,...,2,) na U speliajacym TF; = kerdz; dlai =1,2,...,m,
nazwiemy obszarem ograniczonym przez liscie tkaniny VW przecinajgce p oraz q. Pracujac
w jednym ustalonym uktadzie wspotrzednych bedziemy postugiwaé sie rowniez skroto-

wym oznaczeniem [p, ] obszaru ograniczonego przez lidcie o postaci wspélrzednosciowej

[p(p), ¢(q)]-

Zgodnie z powyzsza definicja, kazdy obszar C' ograniczony przez liscie tkaniny W ma

skonczong objetosé wzgledem formy objetosci 2. Ta Q-objetosé, okreslona przez

Vol?(C) = ‘/CQ

, (2.3.1)

jest waznym elementem konstrukeji grupy holonomii unimodularnej tkaniny W na (M, Q).
Grupa ta zblizona jest w swojej esencji do grupy holonomii 3-tkaniny na plaszczyznie,

ktora mierzy jako$ciowo poziom jej nieheksagonalnosci w danym punkcie p € R? [9] 44],
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Rysunek 2.2: Po lewej: holonomia 3-tkaniny na plaszczyznie. Po prawej: holonomia unimodularna 3-

tkaniny kowymiaru 1. Objetosci kostek przylegajacych do siebie $écianami sg identyczne.

tj. stopien, w jakim pewne krzywoliniowe tamane utworzone z lisci tkaniny W o weztach
lezacych na lisciach przecinajacych p nie sa zamkniete (patrz Rysunek . Tkanina W
jest heksagonalna dokladnie wtedy, gdy pewna naturalna koneksja zwiazana z W (zwana
w literaturze koneksjg Cherna [24, [40]) jest plaska (patrz Rozdziat [1.1.2).

Moéwiagc nieco bardziej formalnie, wtasnosé nieheksagonalnosci odzwierciedla si¢ w nie-
trywialnodci grupy generowanej przez kietki odwzorowan gtadkich ¢ : (F,p) — (F,p),
ktore przeksztalcaja jeden z koncow tamanej na drugi. Kazdy z tych kietkéw jest ztoze-
niem szesciu innych, s;; : (F;,p) — (F},p), przenoszacych punkty lezace na lisciu F; € F;
na punkty z F; € F; wzdluz lidci foliacji Fy tkaniny W = (F;, F;, Fi), gdzie Fi, F;
przecinaja punkt centralny p.

Grupy holonomii unimodularnej konstruujemy w podobny sposéb, okreslajac wpierw
odpowiedni sposéb przenoszenia punktéw wzdtuz lidci foliacji tkaniny W kowymiaru 1
z wykorzystaniem formy objetosci €2, a nastepnie biorac ich wielokrotne ztozenia, ktorych
dzialania na swoich argumentach kresla w przestrzeni (niekoniecznie zamkniete) , petle”
wokdt danego punktu centralnego. Réznica pomiedzy kietkami tych zlozen a kietkiem

odwzorowania identycznosciowego pozwoli nam odczytaé¢ wspdtezynniki tensora niejedno-

rodnosci (W, Q).
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2.3.1 Unimodularne odbicia i petle

Wyjasnimy teraz konstrukcje odwzorowania przenoszacego punkty wzdtuz foliacji tkaniny

W kowymiaru 1. Bedzie ona wymagaé¢ dodatkowej definicji.

Definicja 2.26. Niech W bedzie n-tkaning kowymiaru 1. Dwa obszary A, B ograniczone
lis¢émi tkaniny W nazwiemy przylegtymi, gdy

(1) C = AU B réwniez jest obszarem ograniczonym przez liScie W,

(2) AN B jest w calosci zawarty w liciu L jednej z foliacji sktadowych tkaniny W.

Moéwimy wtedy, ze A and B sg przylegte wzdiuz L, lub ze L dzieli obszar C' na podobszary
A oraz B.

Dla danej foliacji F oraz podzbioru otwartego U jej dziedziny oznaczmy przez Fy
foliacje U, ktérej lisSémi sa doktadnie sktadowe spdjne zbioréw postaci F' N U, gdzie F' to
liscie foliacji F.

Lemat 2.27. Niech W = (F1,. .., Fm) bedzie thaning kowymiaru 1 na (M,Q) oraz niech

1=1,2,...,m bedzie ustalonym indeksem.

(1) Dla kazdego p € M istnieje otoczenie otwarte U punktu p takie, ze kazdemu punktowi
q € U, ktory nie lezy na zadnym sposréd lisci L; foliacji F; przecinajgocych p dla
j=1,2,...,m, odpowiada dokladnie jeden punkt ¢’ € U rézny od q taki, ze obszary
A oraz B ograniczone przez liscie tkaniny VW przecinajgce p,q oraz p,q’ odpowiednio
sq przylegte wzdtuz liscia L; foliacji F; zawierajgcego p oraz majq identyczne §2-

objetosci.
(2) Odpowiednios¢ q — q' rozszerza si¢ jednoznacznie do funkcji gladkiej rp,; : U — U.

Dowdd. Ustalmy uktad wspolrzednych (zq,xs,...,2,) wysSrodkowany w p spelniajacy
TF;, =kerdx; dlai=1,2,...,m. Taki uktad wspétrzednych istnieje dzigki Stwierdzeniu
[L.1] Zapiszmy Q = h(x)dz; A dzg A -+ A dx,, dla pewnej nigdzie nieznikajacej funkeji
gladkiej h € C*(M). Wezmy dwa punkty g = (uq, ..., u,)and ¢ = (u}, ..., u,,) lezace na
tym samym lisciu L' = {(x1,...,Zm) : YV x; = u;} foliacji dopelniajacej Ff generowanej

przez dystrybucje styczna TF; = ;4 ker dz;. Jezeli nie lezg one na zadnym sposrod lisci

Ly ={xy =0} € Fdlak=1,2,...,m, k # i, to réznica pomiedzy catkami

U 0
gi(q, ) = gi(ur, ug, ...y Uy, uf) = /fi(q, s)ds — /fi(q, s)ds (2.3.2)
0 u;
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z funkcji f; zdefiniowanej wzorem

fi(Q7S) = fi(uhu?) ce ama ce aumas)

(2.3.3)

o~

1 1
= / . / h(tlul, ey ti_lui_l, S, ti-i—].ui-i-lv ceey tmum) dtl o dtz . dtm
0 0

(gdzie daszek oznacza pominigcie zmiennej) wynosi zero dokladnie wtedy, gdy [, ;92 =
— f[p,tﬂ 2. Wynika to stad, ze zamiana zmiennych z, = tpup dla k =1,2,....m, k #iw

calce ([2.3.3]) prowadzi natychmiast do réwnosci

O/Uifi(q, s)ds = ! /[p’q] Q (2.3.4)

[z vy
Poniewaz moéwimy tu o objetoSciach zorientowanych, punkt ¢’ musi leze¢ po przeciwnej
stronie liscia L; wzgledem punktu g (co w szczegdlnosci oznacza, ze ¢ # ¢'), zatem obszary

A = [p,q] oraz B = [p,{'] przecinaja sie wewnatrz liscia L;. Ponadto, obszar A U B ma

posta¢ wspotrzednosciows
AUB={(x1,...,xm) € R™ : 2; € [, ¢}] N Viritk € [P, qx]}, (2.3.5)

gdzie przedzialy domkniete traktujemy jak tancuchy zorientowane zgodnie z Definicja
a wiec jest on réwniez obszarem ograniczonym przez liscie tkaniny WW. Obszary A i
B sg zatem przylegte. W tym wypadku warunek f[m] Q=— f[qu,} Q) speliony jest wtedy
i tylko wtedy, gdy Vol(A) = Vol*(B).

Jedynos$é punktu ¢’ o tych wlasnosciach dla ustalonego ¢ gwarantuje $cista monoto-
niczno$¢ funkeji g wzgledem zmiennej u;. Jego lokalne istnienie mozna wydedukowaé w
oparciu o klasyczne twierdzenie o funkcji uwiktanej zastosowane do funkcji g, uzyskujac
w ten sposob funkcje gtadka p; : U— R speliajaca

0 0

90, pi(@) = 9:0) = [£:0,5)ds = [ £:(0,)ds =0, (23.6)

0 0

gdzie U to otoczenie otwarte punktu p réwne (—e,e)™ we wspoélrzednych dla pewnego

e > 0. Potézmy

Tpi(UWiy oo W) = (Ug, oo Wi, P (U, ey U)s Wi 1s - ey Uy (2.3.7)

by uzyskac przeksztatcenie gladkie r,,; : U— M rozszerzajace odpowiednios¢ ¢ — ¢'.

Kazde inne gladkie rozszerzenie tej odpowiedniosci pokrywa si¢ z rp,; na otwartym i gestym
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podzbiorze zbioru dostatecznie malego otoczenia punktu p z jedynosci punktu ¢'. Jego
kietek jest wiec réwny kietkowi r,,; dzigki ciggloSci obu przeksztatcen. To dowodzi, ze
rozszerzenie gltadkie odpowiedniodci ¢ — ¢’ na dostatecznie mate otoczenie punktu p jest
wyznaczone jednoznacznie.

Aby zakoticzy¢ dowdd, przyjmijmy U = U N rljll(f] ). Zauwazmy, ze na tym zbiorze
zachodzi ry,; or,,; = idy. Dzieje si¢ tak, poniewaz relacja przylegania obszaréw ograniczo-
nych przez liScie i posiadania przez nie tych samych 2-objetosci jest symetryczna. Jezeli
wiec dany jest punkt ¢ € U, ktérego obraz ¢ wzgledem rozpatrywanej odpowiednio$ci
lezy w U \ U, L;, obrazem ¢’ musi by¢ doktadnie ¢” = ¢ z jednoznacznosci. Ta relacja,
rozszerzona z ciggtosci r,; na U, to doktadnie Tﬁ;i = idy. Poniewaz r,,(p) = p, zbiér U

jest niepusty, co ostatecznie dowodzi tezy lematu. O

Definicja 2.28. Niech W = (Fi,...,F,) bedzie tkaning kowymiaru 1 okreslona na
(M, ), oraz niech p € M. Dla dowolnego ustalonego ¢ = 1,2, ..., m kietek odwzorowania
rpi ¢ (M,p) = (M, p) zdefiniowanego w Lemacie nazywamy odbiciem unimodularnym

wzgledem foliacji F; thkaniny VW zakotwiczonym w punkcie p.

Odbicia unimodularne zdefiniowano w oparciu o pojecia niezmiennicze wzgledem réw-
nowaznosci tkanin, takie jak obszary ograniczone przez liscie tkaniny, ich przyleganie oraz
Q-objetosci. Oznacza to, ze dowolna réwnowaznosé ¢ : M — N tkanin Wy, W, okreslo-

nych na (M, ), (M, s) odpowiednio ma te wlasnosé, ze
(1) obraz ¢(C') obszaru C' C M ograniczonego przez liScie tkaniny W, jest obszarem

ograniczonym przez liscie tkaniny W,

(2) jezeli lis¢ L € F foliacji F tkaniny W, dzieli obszar C' ograniczony przez liscie
tkaniny W, na podobszary A, B, to 1i¢¢ ¢(L) foliacji G tkaniny W, spelniajace;
dp(TF) = TG dzieli obszar ¢(C') na podobszary ¢(A), p(B), oraz

(3) Vol (C) = Vol2(p(C)).

Stad niemal wprost wynika, ze sprzegniecia tych odwzorowan z lokalnymi réwnowazno-

Sciami tkanin réwniez sa odbiciami unimodularnymi.

Stwierdzenie 2.29. Niech Wy = (Fy,...,Fn) oraz Wy = (Gy,...,Gn) bedg tkaninami
kowymiaru 1 okreslonymi na (M, ) oraz (N,Qs) odpowiednio. Jezeli ¢ : M — N jest

lokalng rownowaznos$ciq tkanin Wy @ Wy spetniajgcg ©*Qs = Qy oraz przeksztalcajgcq
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liscie foliacji F; na liscie foliacji G,y dla pewnej permutacji o € Sy, to dla ustalonego

punktu p € M oraz punktu s = p(p) € N odpowiednie odbicia unimodularne spetniajq
Fso(i) = QO Tpi 0 dla wszystkich i =1,2,...,m. (2.3.8)

Dowdd. Wybierzmy reprezentantow 7,., ..q(;) okreslonych na odpowiadajgcych im zbio-
rach otwartych U,V posiadajacych wtasnos¢ z punktu Lematu . Zat6zmy bez
utraty ogdlnosci, ze ¢ = |y jest réwnowaznoscig tkanin oraz ze ¢(U) C V. Jezeli dwa
rézne punkty q, ¢’ rozpinajg przyleglte obszary A, B ograniczone przez liscie tkaniny W,
przecinajace p, q oraz p, ¢’ odpowiednio o réwnych €2;-objetosciach, ich obrazy ¢(q), ¢(q’)
rowniez maja analogiczng wlasnosé wzgledem tkaniny W, i formy objetosci €25. To na-

tychmiast prowadzi do implikacji

q/ = Tp;t‘(Q) — @(q/) = TS;U(i)(QO(Q)) (2'?"9)

dla ¢ w gestym podzbiorze otwartym zbioru U dzigki tezie Lematu [2.27] o jednoznacznosci

odbi¢ unimodularnych na zbiorach U, V', co z ciggtosci obu odwzorowan dowodzi pozadanej

relacji (2.3.8)). O

W podobny sposéb dowodzi sie nastepujace wtasnosci odbi¢ unimodularnych.

Lemat 2.30. Niech W = (Fi,...,Fn) bedzie tkaning kowymiaru 1 na (M, ). Ustalmy
punkt p € M orazi=1,2,...,m i oznaczmy przez r,; odbicie unimodularne wzgledem F;

tkaniny W zakotwiczone w punkcie p. Wtedy
(1) Tp;i e} rp;i = ld,

(2) dla dowolnego ¢ € R\ {0}, jezeli 7y, jest odbiciem unimodularnym wzgledem F;

tkaniny W okreslonej na (M, c)) zakotwiczonym w p € M, to zachodzi réwnosé

Tpyi = Tpyi-

(3) w dowolnym ukladzie wspélrzednych (1, ..., xy) o Srodku w p okreslonym na zbio-
rze otwartym U C M posiadajgcym wiasno$¢ z punktu Lematu oraz spet-
niajgeym TF; = kerdx; dla j = 1,2,...,m, warunek x;(q) > 0 pocigga za sobg
zi(rpi(q)) < 0 dla dowolnego q € U.

Dowadd. Wtasnosci oraz (2)) sa natychmiastowa konsekwencja Lematu oraz jego

tezy o jednoznacznosci odbi¢ unimodularnych. Mowi on, ze jezeli dany jest generyczny
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punkt ¢ lezacy w dostatecznie malym otoczeniu punktu p, odpowiada mu jednoznacznie
taki punkt ¢’ rézny od ¢, ze obszary ograniczone przez liScie [p,q|, [p,¢] tkaniny W sa
przylegte wzdtuz liscia foliacji F; i maja te same 2-objetosci. Wtasnosé jest réwno-
wazna stwierdzeniu, ze punktem odpowiadajacym w ten sposob punktowi ¢’ jest dokltadnie
¢, co ma swoje zrédto w symetrii obu powyzszych relacji miedzy obszarami. Druga wta-
sno$¢ odzwierciedla sie w fakcie, ze dwa obszary o rownych 2-objeto$ciach maja réwne
c2-objetosci.

By uzyskaé ostatnia wtasnosé (3) wystarczy uzyé Lematu oraz Scistej monotonicz-
nosci funkeji x — [, 1€ wzgledem zmiennej z; dla generycznych g = (x1,29,...,2y) € U.
Gdy z; = 0, funkcja ta przyjmuje wartosé¢ 0, a zatem dzieki jej réznowartosciowosci jej
modut przyjmuje zadang wartos¢ jedynie w dwoch punktach. Z monotonicznosci leza one
po przeciwnych stronach hiperptaszczyzny danej réwnaniem x; = 0, co konczy dowdd dla

generycznych punktéw ¢ oraz dla pozostatych punktéw g € U z ciagglosci odwzorowania

Tp;i' ]
Teza Stwierdzenia [2.29|o niezmienniczosci odbi¢ unimodularnych przenosi si¢ w sposob
naturalny na zlozenia kietkéw odwzorowan r,,; dla ¢« = 1,2,...,m. Ich wlasnosci dane

w powyzszym Lemacie [2.30] sugeruja, ze najkréotsze sposrod nietrywialnych ztozen odbié
Tp:i, KtOTE 83 poréwnywalne z odwzorowaniem identycznosciowym (a wiec mogace postuzy¢
za miare nietrywialnosci tkaniny W wzgledem formy objetosci €2), to komutatory dwoch

odbic.
Definicja 2.31. Niech W = (Fy,...,F,) bedzie tkanina kowymiaru 1 na (M, 2). Dla
ustalonych p € M oraz i,j = 1,2,...,m kietek ztozenia

Upiij = Tpij © Tpii © Tpyj © T (2.3.10)
nosi nazwe (unimodularnej) petli wzgledem foliacji F; © F; tkaniny W zakotwiczonej w p.

Definicja 2.32. Niech W = (F,...,F,) bedzie tkaning kowymiaru 1 na (M, ). Dla
ustalonego punktu p € M oznaczmy przez R, grupe¢ generowang przez odbicia unimo-
dularne r,,; zakotwiczone w punkcie p wzgledem foliacji F; dla ¢ = 1,2,...,m. Grupe

holonomii unimodularnej tkaniny W w punkcie p € M okreslamy jako komutator [R,, R,).

Grupa holonomii unimodularnej generowana jest przez sprzezenia petli unimodular-

nych /,.; ; z odbiciami unimodularnymi rp,, dla 7, j,k = 1,2, ..., m. Ich trywialno$¢ mozna
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wyrazi¢ jako przemiennos¢ wszystkich par odbi¢, czyli trywialnos¢ wszystkich petli zako-

twiczonych w p € M.

Przykitad 2.5. Niech W = (Fi,...,F,) bedzie tkaning na (R™,dxy A dxg A -+ A
dx,,) ze wspélrzednymi kanonicznymi (1, xs, ..., Z,), w ktérych TF; = kerdz; dla i =
1,2,...,m. Odbicia unimodularne r,,; wzgledem F; zakotwiczone w p = (p1,p2,...,Pm) €

R™ sg w tym przypadku zwyczajnymi odbiciami liniowymi
rp;,'(xl, vy Lj—1y Ly Lt 1y - - - ,Im) == (ZEh ey i1, — Xy -+ 2pi,$i+1, ce ,ZEm). (2311)
Grupa holonomii unimodularnej [R,, R,] w punkcie p € R™ tkaniny W jest trywialna.

Grupy holonomii unimodularnej [R,, R,] mozna traktowaé jako niezmienniki grupy
rownowaznosci ustalonej tkaniny YV kowymiaru 1 postugujac si¢ nastepujaca konstrukeja.
Zgodnie ze Stwierdzeniem [2.29 kazdy kietek ¢ w punkcie p € M réwnowaznosci tkanin
W, oraz W, dziata na odbicia unimodularne w punkcie p poprzez sprzezenie — jezeli ¢
przeksztatca liscie foliacji F; tkaniny W) na liscie foliacji G,(;) tkaniny W, dla pewne;
permutacji o € Sy,, to wynikiem dzialania ¢ na rp; jest r).00) = @orp; 0@ ' Dzialanie
¢ definiuje zatem izomorfizm grup ¢. : R, — Ry obcinajacy si¢ do izomorfizmu
odpowiadajacych im komutatorow [R,, Rp| oraz [Ry (), Rep]- Jezeli p = ¢(p), to ¢, jest
po prostu obcieciem automorfizmu wewnetrznego grupy kietkéw w p dyfeomorfizméw M

bedacego sprzezeniem przez .

Definicja 2.33. Niech W = (Fy,...,F,) bedzie tkaning kowymiaru 1 na (M, (), oraz
niech (U, ) bedzie mapa o srodku w ustalonym punkcie p € M z lokalnym uktadem
wspohrzednych ¢ : U — R™; ©(q) = (21(q),...,2m(q)) speliajacym TF; = kerdz;
dla i = 1,2,...,m. Klas¢ sprzezonosci p.[R,, R,] wewnatrz grupy wszystkich kietkéw
w zerze dyfeomorfizméw przestrzeni R™ nazwiemy holonomiq unimodularng tkaniny VW

w punkcie p.

Holonomia w punkcie p € M tkaniny W kowymiaru 1 na (M,€2) jest jej dobrze
okreslonym lokalnym niezmiennikiem, gdyz obrazy [R,, R,] wzgledem dwéch takich map
(U1, 1) oraz (Us, pa) tworza grupy ©1«[Rp, Rp| oraz ¢o.[R,, R,| lezace w tej samej klasie
sprzezonosci wewnatrz grupy kietkow w 0 dyfeomorfizméw R™ — sg one sprzezone przez
kietek dyfeomorfizmu ¢; o @5 *. Jej trywialnoéé w jawny sposéb zalezy od tensora niejed-
norodnosci K(W, ) tkaniny W wzgledem (2, co wykazemy niebawem. Ponizej podamy

wpierw elementarny przyktad tkaniny o nietrywialnej holonomii unimodularne;j.
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Przyktad 2.6. Niech (x,y) beda standardowymi wspétrzednymi na R? oraz niech W =
(F,G) bedzie 2-tkaning na (—1,1)% C R? z forma objetosci Q = (1 + xy) dz A dy, gdzie

TF = kerdz oraz TG = ker dy. Jej tensor niejednorodnosci to
KW, Q) = (1+zy) *drdy # 0. (2.3.12)

Bezposredni rachunek pozwala nam odnalezé posta¢ zamknieta odbi¢ unimodularnych

T0:1, To;2 zakotwiczonych w 0 wzgledem foliacji F, G odpowiednio. W wyniku otrzymamy

roa(z,y) = (2(2,v), ),

(2.3.13)
7“0;2($a y) = (Z)Z', Z(ya l‘)),
gdzie funkcja gltadka
4(1—zy)—x?y?—2
T
2(x,y) = (2.3.14)
—, gdy y =0

okreslona jest na pewnym otoczeniu 0. Korzystajac z tych wzoréw obliczamy postac

zamkniety funkcji €y.; 2. Ciag rachunkéw prowadzi do wzoru

_ [ (WAQ—zy)—a?y?-2)? 2243
loao(z,y) = < o) ) (\/4(1:r:y)x2y22)2)' (2.3.15)

Poniewaz odwzorowanie to generuje grupe holonomii tkaniny YV w zerze, holonomia tka-

niny W w zerze jest nietrywialna.

2.3.2 Zwigzek holonomii i tensora niejednorodnosci

W ponizszych lematach udowodnimy, ze dla tkaniny W kowymiaru 1 na (M, §2) tensor nie-
jednorodnosci (W, ), w punkcie p € M mierzy ilosciowo nietrywialnos¢ odwzorowan

wchodzacych w sktad grupy holonomii unimodularnej w punkcie p tkaniny W.

Lemat 2.34. Niech W = (F,...,F,) bedzie n-tkaning kowymiaru 1 na (M, Q). Ustalmy
punkt p € M oraz uklad wspélrzednych (x4, xa, . .., Ty) 0 Srodku wp taki, ze TF; = ker dz;
dlai=1,2,...,m oraz Q = h(x) dri Ndxa A\ - - ANdxy,. Odbicia unimodularne r,,; wzgledem

foliacji F; tkaniny VW zakotwiczone w punkcie p spetniajq

rpi(T) = (1, .., i1, 2(X), Tig1, - -, Tn) (2.3.16)
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T T

/’iij>0 K'ij<0

Rysunek 2.3: Wplyw tensora niejednorodnosci K(W, Q) = > iz kij dzidz; na ksztalt odbi¢ unimodu-
larnych.

dla pewnej funkcji z(x) postaci

2(x) = —x; — qiw] — oda} — > ayzia; + o(|z]?), (2.3.17)
J#i
gdzie a; = (5% log|h|)(0) oraz ay; = (52 log|h[)(0).

Lemat 2.35. Niech W = (F,...,F,) bedzie n-tkaning kowymiaru 1 na (M, Q). Ustalmy
punkt p € M oraz uklad wspélrzednych (x1, xa, . .., Ty) 0 Srodku w p taki, ze TJF; = ker dz;
dla 1 = 1,2,...,m. Zapiszmy forme objetosci tla jako Q@ = h(z)dxy N\ dxg A -+ A dxy,
oraz tensor niejednorodnosci w punkcie p jako KW, )|, = 3,2 kij didx;, gdzie ki =

g;?%'gl (p). Przy takich oznaczeniach, petla unimodularna €, ; wzgledem foliacji F;, F;

tkaniny W zakotwiczona w punkcie p spetnia

€p§]’—i,]‘—j ($) = (.1'1, R (i 'LL1<£L'>, Titly vy Tj—1, Uj(fﬂ), Tjtly--- ,ilj‘n) (2318)
gdzie i-ta © j-ta wspotrzedna obrazu to

ui(z) = 25 + 262022, + o(|z?)  and
e (2.3.19)
uj(z) = xj — 26552505 4 o(|z]?).
odpowiednio (porownaj z Rysunkiem .

Dowdd obu powyzszych lematéw redukuje sie¢ do elementarnych obliczen dotyczacych
funkcji p; okreslonej w bedace] i-ta wspolrzedng odbicia unimodularnego 7,,; wzgle-
dem F; w ukladzie wspétrzednych prostujacym tkanine W = (Fi,. .., F,,) kowymiaru 1.
W dowodzie podamy kilka krokéw posrednich wykonanych rachunkow, by umozliwi¢ we-

ryfikacje ich poprawnosci.
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Dowdd (Lematu oraz Lematu 2.35)). Postuzymy sie tutaj funkcjami f;, g;, p; okreslo-
nymi za pomoca wzoréw (2.3.2)), (2.3.3)) oraz (2.3.6) wewnatrz dowodu Stwierdzenia [2.27]

a takze nastepujacymi oznaczeniami:

T = u;, Y1y Yme1) = (Upy oo Uy ooy Uy,

z = u;a g(xaya Z) = gi<u17 cee 7um7u;)7 (2320)

px,y) = pi(ur, .. um),
gdzie daszek oznacza pominigcie zmiennej. Dla uproszczenia zapisu skorzystamy takze
z nastepujacej konwencji notacyjnej: oznaczmy pochodne czastkowe dowolnej funkcji f
w zerze umieszczajace kolejne zmienne, wzgledem ktorych rézniczkujemy, w indeksie dol-
nym przy symbolu f zaznaczajac rzad rézniczkowania w wyktadniku odpowiedniej zmien-
nej, na przyktad (Opezy, f)o = fo2zy,- Zauwazmy, ze

6’Zg(:c,y, Z) = fl<y7 Z)

dla funkcji f;(y, =) zdefiniowanej wzorem (2.3.3). Stad docieramy do (0,.9)(z,y,z) = 0,

co daje
Gyer.yimt = 0, oraz
1 (2.3.22)
Jaksrygt gyt = Tabrryft yrmit = (e +1) ot
dla dowolnych liczb naturalnych ey, es, ..., e,_1,k > 0. Uzyskujemy zatem
po =0, Pre = —2 - (log|hl)., Paze = —6 - (10g|h|)§,
Pz = —1, Pay, = 0, Przy, = —(108|h|)ay, (2.3.23)
Py, = 0, Pyew = 0, Pryey = 0,
Pyryiyn = 0
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dla k,l,n=1,...,m — 1 korzystajac ze wzoréw ogolnych na pochodne funkcji uwiktanej

~ Ga
Po = —"
gz
 GazGv9: + o299z — G=29a96 — Jabl>
pab - 3
g
Dabe = — Gazz9vYc + 9vzz9a9c + 9ezz9a9b _9. Gaz9vzGc + Gaz9czb + 9vz9czGa
o g g
2.3.24
. GabJc + Gacb + GbcYa s — % ( )
g g
Gabz9c + Gaczb + GbczYa Gablcz + GacGbz + GbcYaz
+ 2 + 2
gz g
az C+ Z(IC+ czdJa a ng a CHZzZZz
1 3. JusiSe + Gunbale + Geslolh 3 a9z | Gohefiz
g g 9z
gdzie a, b, c oznaczaja dowolne sposréd zmiennych x,y;, z dlai =1,2,...,m—1. Poniewaz
Tpi(UWy oo U) = (Ury ooy Ui, P (W) Wiy e e ey Uy (2.3.25)

dla p;(u) = p(z,y), otrzymujemy teze Lematu biorgc rozwiniecie Taylora w zerze.
Rozwinigcie rzedu 3 petli unimodularnej ¢, ; uzyskujemy poprzez odpowiednie ztozenie
rozwini¢¢ odbi¢ unimodularnych r,; and r,,;. Oznaczmy teraz przez m; : R™ — R rzu-
towanie (xy,...,2,) — x; dla i =1,2,...,m. W kolejnych krokach otrzymamy zgodnie

z oznaczeniami z tezy Lematu [2.34

=x; + 204”3: :U]—iro(]a:\ ),

i0Tpi(q) = — oxy — QG — Y iy 4 o(|z)?),
0 mpi(q) = x; + o]z ), (2.3.26)
Wzormorpz(q) —T; — i — o f—zk#alkx x + o(|z]?),
0y 0 Ti(q) = —xj — ajat — adad — Yy apaiae + o([zf?),  (2.3.27)
T O Tpii O Tp:j O Tpi(q) = QQZJI‘Q:L‘]’
Tj O Tpi © Ty O Tpii(q) = jﬂC? Oézxk Dokt ozjka: rp +o(|z]?),  (2.3.28)
)
) =

(
Tj © Tpij © Tpii © Tpij © Tpi(g
( — 20x527 + o(|z]?) (2.3.29)

5O Tpyj ©Tpyi ©Tpyj © T'pii\d

dla a; = (log|h|)s, oraz a;; = ki; = (log|h|)z,s,, co koniczy dowdd. O

2.3.3 Warunki geometryczne trywialnosci tkanin

Po wprowadzeniu potrzebnych pojec¢ jestesmy juz gotowi podaé¢ i udowodnié¢ analogon
warunku geometrycznego Tabachnikova [48, Fig. 2] dotyczacy trywialnosci dowolnej tka-

niny kowymiaru 1, ktory nastepnie wykorzystamy w kolejnym dziale do wskazania jego
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dalszego uogoélnienia na tkaniny dowolnych kowymiaréw. Zanim przejdziemy do sformu-
towan kolejnych twierdzen, przypomnijmy definicje przylegania obszaréw ograniczonych

przez liscie tkaniny. Mozna ja znalezé w Definicji [2.26]

Twierdzenie 2.36. Niech W = (F1,...,Fn) bedzie m-tkaning kowymiaru 1 okreslong

na (M, Q). Nastepujgoce warunki sq réwnowazne.
(1) Tkanina W jest lokalnie trywialna.

(2) Dla kazdej pary réinych indekséw 1,5 = 1,2,...,m, dowolnego obszaru K ogra-
niczonego przez liscie tkaniny W @ dowolnych dwoch podzbioréw otwartych lisci
L € Fi, Ly € Fj, ktore dzielg K na cztery podobszary A, B,C,D spetniajgce
(AUB)N(CUD)CL; oraz(AUD)N(BUC) C L;, objetosci a,b,c,d obszaréw
A, B,C, D wzgledem formy € spelniajq.

ac = bd. (2.3.30)

(3) Dla kazdej pary réinych indekséw 1,5 = 1,2,...,m, dowolnego obszaru K ogra-
niczonego przez liscie tkaniny W @ dowolnych dwoch podzbioréw otwartych lisci
L, € Fi, L € Fj, ktore dzielg K na cztery podobszary A, B,C,D spelniajgce
(AUB)N(CUD) CL; oraz(AUD)N(BUC) C L; o Q-objetosciach a,b,c,d

2wigzanych rownoscig a + b = ¢+ d, rownosé a = b implikuje a = b = c = d.

(4) Dla dowolnego obszaru K ograniczonego przez liscie tkaniny W oraz kazdego k =
1,2,...,m istniejg podzbiory otwarte lisct L; € F; dlav=1,2,...,k ktore dzielg K

na 28 podobszaréw o réwnych Q-objetosciach.
(5) Holonomia unimodularna tkaniny W w dowolnym punkcie p € M jest trywialna.

(6) Tensor niejednorodnosci IK(W, Q) tkaniny W wzgledem ) znika w kazdym punkcie

przestrzeni M.

Dowadd. By wykazaé zZ , wystarczy obliczy¢ objetosci A, B, C, D wewnatrz uktadu
wspOlrzednych (x4, ..., x,,) speliajacego TF; = kerdz; dla i = 1,2,...,m w ktérym
forma objetosci €2 przyjmuje postaé¢ dry Adzs A - - - Adx,. Taki uktad istnieje dzigki lokal-
nej trywialnosci tkaniny WW. Rozpatrzmy w takich wspotrzednych iloczyny kartezjanskie

postaci C'= Cy x Cy X ---C,,, gdzie C, CR* dla k =1,2,...,noraz > ;_; ¢, = m. Maja
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one tg wlasnosc, ze dla form objetosci €, = dwyy 11 A -+ Adxy, , na R%, gdzie m; = 0

oraz my; = Zlazl co dlal=1,2,... n, zachodzi twierdzenie Fubiniego
Vol?(C) = [ Vol (Cy). (2.3.31)
k=1

Gdy C; = A;UB,; oraz C; = A;UBj, zbiér C' mozna zapisa¢ jako sume mnogosciowy czte-
rech zbiorow Daa, Dap, Dpa, Dpg, gdzie dla zmiennych XY przebiegajacych symbole
A, B zbioér Dxy definiuje sie jako

DXY:CIX"'CgélXXiXCiJrl X"'XC]',1 XY}XCJ+1X"'C¢L. (2332)

Dla takich zbioréw zachodzi

Vol (D a4) Vol*(Dpg)

= Vol (A;) Vol (4;) [ Vol?*(Cy) - Vol (B;) Vol (B;) ] Vol™(Cy)

ki) k#i,j (2.3.33)
= Vol (A;) Vol (B;) [[ Vol (Cy) - Vol (B;) Vol (4;) ] Vol (Cy)
k#i,j k#i,j
= Vol*(D4p) Vol (Dgy).

W naszym przypadku n = m, a takze C' = K oraz Cy = [qx, q;] dla pewnych ¢,¢" € R™,

gdzie k =1,2,..., m. Ponadto liscie

Li={(z1,...,2p) ER™ :z; = p;},
(2.3.34)

L;={(z1,...,2,) € R™ 1 z; = p;},
dziela K na zbiory Dag = A, Dap = B, Dgg = C oraz Dgy = D w taki sposob, ze
we wprowadzonej wyzej notacji A; = [qi, pi], A; = [pi, i), Bi = |q;,pj] oraz B; = [p;, ¢}].
Przyjmujac te dane we wzorze ogdlnym otrzymujemy rownos¢ ac = bd dla -
objetosci a, b, ¢, d zbiorow A, B, C, D, co nalezalo wykazac¢. Majac to, warunek wynika
natychmiast z w oparciu o elementarng algebre.

By wykaza¢ wtasnosé z warunku zastosujemy indukcje wzgledem liczby k.
Baza indukcji jest przypadek k = 1, ktorego prawdziwosé wynika z twierdzenia o wartosci
posredniej. Jezeli K = [a,b] dla a,b € R™ w pewnym ustalonym uktadzie wspotrzednych
(21,29, ...,2y) speliajacym TF; = kerdz; dlai = 1,2,...,m, to stosujac wspomniane
twierdzenie do funkcji ciaglej ¢ — [j,, €2 dla b, = (b1, ..., bi—1,t,biv1, ..., b,) mozemy
odnalez¢ podobszar C' C K, ktérego 2-objetosé jest rowna potowie €2-objetosci K, gdzie
[a, by] traktujemy jako niepusty zorientowany taricuch w zgodzie z Definicja
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Rysunek 2.4: Tlustracja dowodu implikacji z warunku do Jezeli p # ¢, to zachodzi Sciste

zawieranie pomiedzy niektérymi podobszarami.

Zalézmy teraz, ze obszar K dzieli sie wzdtuz otwartych podzbioréw ligci L; € F; na 2%
podobszaréw K; o réwnych Q-objetosciach dlai =1,..., k oraz j = 1,...,2". Wybierzmy
jeden z podobszaréw Kj, i zastosujmy argument uzyty do wykazania bazy indukcji, by
odnalez¢ i8¢ Ly foliacji Fiq1 dzielacy kazdy obszar K; na dwa podobszary Aj, B; o
(Q-objetosciach a;,b; w taki sposéb, by a;, = bj,. Poniewaz réwnos¢ a; + b; = a;, + by,

zachodzi w kazdym podobszarze K, z warunku otrzymujemy a; = b; = a j

Jo
dla wszystkich podobszaréw Kj, dla ktérych istnieje ciag K;,, Kj,, ..., K;, = K; taki, ze
Kj, | przylegado Kj, dlai =1,2,... loraz | € N. W ten sposob wyczerpujemy wszystkie
podobszary, co dowodzi kroku indukcyjnego, konczac jednoczesnie dowodd wlasnosci .

Wykazemy teraz implikacje przeciwng z do Aby to zrobié¢, zalézmy, ze a +
b = ¢ + d, a nastepnie ustalmy uktad wspéhrzednych (z1,...,z,,) spemiajacy TF;, =
kerdx; dla ¢ = 1,2,...,m okreSlony na zbiorze otwartym U zawierajacym K. W tych
wspotrzednych zachodzg zawierania L; C {x; = p;} oraz L; C {z; = p;}. Z zalozenia
istnieja dwa inne podzbiory otwarte lici Lj C {z; = ¢;} € F; oraz L; C {z; = ¢;} € F;
dzielace K na podobszary Ei, Es, E3, E; o tych samych (2-objetosciach réwnych e € R,
Stad, ze AUBUCUD = K = U;_, Ey, otrzymujemy e = 1(a+b-+c+d), co przy zalozeniu
a+b=c+d prowadzi do a +b = ¢+ d = 2e. Rownos¢ ta pociaga za soba p; = ¢; ze
Scistej monotonicznosci zorientowanej objetodci obszaru [p, x] wzgledem zmiennej z; dla

r = (21,...,%y). Poniewaz a = b = e, podobnie otrzymujemy réwniez p; = ¢;. Zatem
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Li, L € {x; = p;} oraz L;, L, C {x; = p;}, co pociaga za soba A = E,, B = Ey, C = E3
and D = E4 po ewentualnej permutacji indekséw (Rysunek . Podobszary A, B,C, D
istotnie majg identyczne 2-objetosci.

By wykazaé, ze mozliwo$é ciecia obszaréw ograniczonych przez liscie na podobszary
rownej objetosci w sensie warunku trywializuje holonomie , wybierzmy punkt p €
M, uklad wspétrzednych (xq,zs,...,x,) o Srodku w p okre$lony na zbiorze otwartym
W spehiajacy TF; = kerdzx; dla i = 1,2,...,m, otwarte otoczenie V' C W punktu p
postaci wspolrzednosciowej (—e,e)™ takie, by kazde odbicie unimodularne ,,; : V. — W
wzgledem foliacji F; dlai = 1,2,...,m byto dobrze okreslone i jednoznacznie wyznaczone
w sensie Lematu [2.27] oraz otoczenie U C V punktu p takie, by wszystkie czterokrotne
ztozenia odbi¢ unimodularnych obcigte do zbioru U miaty swoj obraz wewnatrz V. Naszym
celem jest pokazaé, ze dla ustalonych indeksow i,5 = 1,2,...,m, i # j 16wnos¢ £, ;(q) =
q zachodzi dla wszystkich ¢ € U. 7Z ciaglosci £,,; ; wystarczy rozpatrywac jedynie punkty
q nie lezace na zadnym z lisci L; € F; tkaniny WV przecinajacych p.

Niech ¢’ = 7,.:(q). Obszary A = [p, ¢] oraz B = [p, ¢'| ograniczone li§¢mi tkaniny W sa
dobrze okreslone i zawarte w V' (poniewaz V jest kostka wspéirzednosciowa), przylegte
wzdtuz liscia L; € JFjv przecinajacego p oraz posiadajace te same (2-objetosci € > 0.
Oznaczmy przez L; liS¢ foliacji Fy przecinajacy p. W kolejnym kroku odnajdziemy lis¢
L foliacji Fju taki, ze obszar R przylegly do AU B wzdtuz L;, ktérego przeciwlegta do
L; $ciana zawarta jest w lisciu L, ma Q-objetos$¢ co najmniej 2¢.

Jeden z lisci Ly, L, € Fjjv przecinajacych punkty u = 7,;(q) oraz v = 7,;(¢’) odpo-
wiednio spetnia to kryterium. By to zobaczy¢, oznaczmy odpowiadajace im obszary przez
R., R, i zal6zmy, ze Q-objetosé r,, r, jednego z tych obszaréw wynosi mniej niz 2e (bez
utraty ogélnosci przyjmijmy, ze r, < r,). Lis§¢ L; dzieli R, na podobszary S, = [p,u], T,
oraz R, na podobszary S,, T, = [p,v|. Z Definicji objetosci sy, t, wzgledem formy €2
obszaréw S, T, odpowiednio wynosza doktadnie e. W tym wypadku nieréwnosé r, < 2¢
implikuje, ze (2-objetosé t, obszaru T, jest mniejsza niz e.

Zauwazmy, ze wzajemne potozenie rozpatrywanych podobszaréw wymusza T, C T,
lub T,, C T,,. Nieréwnos¢ t, < t, = € wyklucza jedno z zawieran, pozostawiajac T,, C T,
co prowadzi jednoczesnie do S, C S,. Dzigki temu, ze € = s, < s, otrzymujemy zatem
Ty = 8y + ty = 5, + € > 2e. Mozemy wiec przyja¢ L = L, oraz R = R,

Teraz, postugujac sie twierdzeniem o warto$ci posredniej zastosowanym do funkcji
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ciaglej t — [ Q, gdzie obszar Ry ma posta¢ [Tp<;[qr, qi] X [pi,t] X [Tksilar, @] zgodnie
z notacja wprowadzona w Definicji 2.25], mozemy dobraé taki lis¢ L € F;, by zmniejszy¢
obszar R do podobszaru F przylegtego do AUB wzdtuz L; o Q-objetosci rownej doktadnie
2e. Obszar ten dzielimy lidciem L; na podobszary C, D przylegte kolejno do B, A o od-
powiednich Q-objetosciach ¢, d. Poniewaz a = b = ¢ oraz ¢ + d = 2¢, mozemy zastosowac
warunek by otrzymac¢ ¢ = d = . Zawieranie AU BUC U D C V oraz wtasno$¢ dobrej
okreslonosci i jednoznacznosci odbi¢ unimodularnych na V' w sensie Lematu [2.27) oznacza,
ze C = [p,¢" dla ¢" = rp;(¢'), D = [p,q¥] dla ¢®) = 1,,,(¢") oraz A = [p, ¢] = [p,¢¥)] dla
W = 1,;(¢®), a wiec ¢ = ¢¥ = £, ;(¢) niezaleznie od i,j = 1,2,...,m. Odwzorowa-
nia £, ; generuja grupe holonomii w p, wigc ich trywialno$¢ pocigga za sobg trywialnos¢
holonomii W w p, konczac dowdd wiasnosci

Zatozmy teraz prawdziwo$é warunku , czyli trywialno$¢ holonomii unimodularne;j
w kazdym punkcie p € M. Poniewaz petle unimodularne /,; ; sa odwzorowaniami iden-
tycznosciowymi dla wszystkich p € M oraz ¢,57 = 1,2,...,m, wyrazy rzedu wiekszego
niz 1 w ich rozwinigciach Taylora znikaja. Zgodnie z Lematem [2.35] wsréd nich znajduja
sie wszystkie wspotczynniki #;;(p) tensora niejednorodnosdci (W, Q) = 3°,.; kij da;dx;
w punkcie p, wystepujace tam jako wspoétezynniki przy wyrazach rzedu 3. Stad wynika,
ze tensor niejednorodnosci znika w dowolnie wybranym punkcie p € M, co jest tozsame
z warunkiem @

Ostatnia implikacja z @ do to doktadnie teza Twierdzenia . O]

Uwaga. Dzieki temu, ze warunki , and @ sg warunkami catkowicie lokalnymi,
w sformutowaniu powyzszego twierdzenia mozemy zastapi¢ warunki , ich wer-
sjami zlokalizowanymi (2'), (3'), (4), w ktérych wyrazenie ”dowolny obszar K ograniczony
przez liscie” zastepujemy przez ”dowolny dostatecznie maty obszar K ograniczony przez
liscie”. Zasadnos¢ tego stwierdzenia staje si¢ jasna po doktadnym przesledzeniu dowodow
implikacji pomiedzy warunkami , , oraz — mozna je przenies¢ na przypadek
lokalny niemal bez zadnych zmian.

Sformutujemy teraz analogon warunku Tabachnikova z Twierdzenia w postaci
ilosciowej, co pozwoli nam powiaza¢ informacje o ksztalcie tensora niejednorodnosci bez-

posrednio ze stopniem niespehienia warunku lokalnej trywialnosci ([48, Fig. 2.], Rysunek

23).
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Twierdzenie 2.37. Niech W = (F,...,Fn) bedzie m-tkaning kowymiaru 1 na (M, )
oraz niech p € M. Ustalmy dwie rozne liczby v,5 = 1,2,...,m oraz uklad wspotrzednych
(21,22, ..., 2y) 0 $rodku w p okreslony na zbiorze otwartym U i spetniajocy TF = ker dxy,
dla k=1,2,...,m. Dla danych dostatecznie matych u,v € R™ okreslajocych obszar K =
[u,v] C U ograniczony przez liscie tkaniny W oraz dwdch lisci L; = {x; = p;} € F;, L; =

{z; = p;} € F; dzielgcych K na cztery podobszary A, B,C, D postaci wspélrzednosciowej

A=Kn{z; <pi}N{x; >p;}, B=Kn{z;>p}N{r; >p;},

(2.3.35)
D=Kn{z; <pi}N{r; <p;}, C=Kn{z;>p}N{r; <ps},
Q-objetosci a, b, ¢, d kolejnych podobszarow A, B,C, D spetniajg
ac < bd jeZeli k;; >0, ac > bd jeZeli k;; <O, (2.3.36)

gdzie kK to wspolczynniki tensora niejednorodnosci K(W, Q) = Yok ki drrdz; w punk-

ciep € M.

Dowdd. Wpierw udowodnimy powyzsze twierdzenie w przypadku 2-tkanin W = (F, G)
kowymiaru 1 na (M, ), gdzie wspotrzedne (z,y) o srodku p € M na zbiorze U spetniajace
TF = kerdz, TG = ker dy sa znormalizowane w sensie Lematu [2.22] W takim ukladzie
wspolrzednych forma objetosci przyjmuje postaé Q = h(x,y)dz A dy, gdzie h(x,0) =
h(0,y) = 1. Oznaczmy przez k jedyny niezerowy wspdtezynnik tensora niejednorodnosci

KW, Q), = kdx dy w punkcie p. Funkcja h(x,y) zapisuje si¢ we wspotrzednych jako
ha,y) =1+ Kkay + gz, y)zy (2.3.37)

dla pewnej ciagtej funkcji g znikajacej w zerze. Wynika stad, ze dla ustalonego ¢ > 0

i wystarczajaco matego u = (u1, uz) € R? mamy

[ ]Q — (wus + Truiu3)| < teufus. (2.3.38)
0,u

Dobierzmy £ > 0 w taki sposéb, by |k| > e. Zalézmy, ze K = [u, v] dla pewnych uy, ug > 0,
v1, 09 < 0, oraz ze uy, us, v, V9 sa na tyle blisko 0, by dowolny (x,y) € K spelniat
oraz 14 (k=£e)xy > 0. Poniewaz A = [v1, 0] X [0, us], B = [0, u1] X [0, us], C = [0, u;] X [v2, 0]
oraz D = [v1,0] X [vg, 0], odpowiadajace im 2-objetosci a, b, ¢, d spetiaja
bd —ac = [ [pQ— [, [
> (uyus + (K — e)ufud) - (vivs + (K — )vivd)
(2.3.39)

— (viug + (& — £)viug) - (urvs + (8 — £)uivy)

= iU1U2U1U2(U1 —v1)(ug — v9)(k — ),
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i podobnie
bd — ac < Juiusviva(uy — v1)(us — v2) (K + €). (2.3.40)

Stad, ze ujusvive(uy — v1)(ug — ve) > 0, znak wyrazenia bd — ac pokrywa sie ze znakiem
K, co nalezato wykaza¢ w tym specjalnym przypadku.

Ten sam wynik zachodzi niezaleznie od wyboru uktadu wspétrzednych (z,y) spelnia-
jacego TF = kerdx oraz TG = kerdy, gdyz kazdy taki uktad mozna przeksztalci¢ do
uktadu znormalizowanego (Z, ) ktadac & = [; h(t,0)dt oraz § = h(0,0)~' - [ h(0, s)ds
jak w Lemacie W wyniku tego przeksztalcenia wspotezynnik tensora niejednorodno-
Sci przeksztatca sie z k na £ = k/h(0,0) w uktadzie znormalizowanym. Wspdlczynnik ten
moze zmieni¢ znak w zaleznosci od znaku funkcji h(z,y) w zerze — gdy jest on ujemny,
dochodzi do zmiany orientacji przestrzeni w wyniku odbicia wzgledem zmiennej y, co
zamienia ze soba miejscami potozenia par obszaréow A, D oraz B, C. Méwiac bardziej for-
malnie: aby w tej sytuacji oznaczenia w sformutowaniu twierdzenia odzwierciedlaty dobrze
polozenie obszaréw w ukladzie znormalizowanym, nalezy przyja¢ A= D, B=C,C = B
oraz D = A. Wtedy implikacja # > 0 = a¢ > bd dla objetoéci a,b, ¢, d kolejnych
obszaréw A, B, C, D jest tozsama z k < 0 = db > ca po zamianie oznaczen i uwzgled-
nieniu znaku h(0), co w potaczeniu z podobnym argumentem w przypadku ujemnego
znaku Kk dowodzi, ze teza twierdzenie zachodzi réwniez w nieznormalizowanym uktadzie
wspOlrzednych (x,y).

Majac to, udowodnimy twierdzenie dla dowolnych m-tkanin WW kowymiaru 1. Wpierw
wyrazmy forme Q w ukltadzie wspéhrzednych (x1, o, ..., zy) przez Q = h(x) dzy A dxg A
-+« Adx,, dla pewnej funkcji gladkiej h € C°°(M) nieznikajacej w U. Dla prostoty zapisu
przyjmijmy bez utraty ogélnosci ¢« = 1 oraz j = 2, a nastepnie zdefiniujmy na pewnym
podzbiorze otwartym ptaszczyzny 2-tkaning W, kowymiaru 1 wraz z rodzing form objeto-
Sci Q4.5 zalezna w sposéb ciagly od parametréw «, 8 € R"™2 w nastepujacy sposéb. Niech
U bedzie obrazem zbioru U przy rzutowaniu (zi,...,T,) — (z1,22) = (x,y) oraz niech
F, G beda foliacjami generowanymi przez dystrybucje styczne ker dx, ker dy odpowiednio.

Niech h, s oznacza catke z funkcji h po wiéknach rzutowania

1 1
ha s(,y) = / : / W2,y Mt - s Ama(tis) ) dbms - -~ dt, (2.3.41)
0 0

gdzie \,(t) = ax +t(Br — ag) dla a = (aq,...,Qp_2) oraz 8 = (f1,..., Bm—2). Wspo-

mniana wyzej tkanina W, okreslona jest na zbiorze U jako para (F,G), podczas gdy
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formy objetosci 2, 5 definiujemy jako
Qap = hos(r,y)de Ndy. (2.3.42)

Z postaci funkcji h, g zawartej w ([2.3.41]) wynika wprost, ze €1, g zalezy w sposéb gtadki
od a, 3 € R™~2,

WeZzmy dwa dowolne punkty u,v € U i wyrazmy je jako u = (q,«) oraz v = (¢, 5)
dla ¢q,¢ € R? oraz a, 8 € R™ 2. Gdy «y, # 3, dla wszystkich k = 1,...,m — 2, to przez
podstawienie s, = A\ (t) dla k =1,2,...,m — 2 wewnatrz catki uzyskujemy

1
Qo=

Q, 2.3.43
[9,4] HZ;%(O% — Br) Ju] ( )

gdzie kazdy przedzial postaci [a, b] traktujemy jako zorientowany tancuch w sensie Definicji
Z drugiej strony, biorac o = 8 docieramy do réwnosci hy g(z,y) = h(z,y, a1, ..., pm_2).
Bezposredni rachunek bazujacy na tej rownosci potwierdza, ze zgodnie z Definicja ten-
sor niejednorodnoéci tkaniny W, w zerze wzgledem formy g to dokladnie k;; = K12 =

(8;192%2 log|h|)(0). Stad, ze ha s € C®(U) zalezy w sposédb ciagly od «, f € R™ 2, wspol-

czynnik £, p tensora niejednorodnodci (W, Qn3) = Rapdedy tkaniny W, wzgledem
2, g rowniez zalezy od «, 8 w sposob ciagty. Dzieki temu znak k, g jest stale réwny zna-
kowi k;; dla o, 8 lezacych w pewnym otoczeniu zera. Co wiecej, obszary A, B,C, D sa
postaci [p, ug| dla pewnych u, € R™, k = 1,2,3,4, ktére réznig sie jedynie na i-tej oraz
j-ej wspotrzednej, a wiec zgodnie z spelnione sg tozsamosci

Vol*(E) = Vol (E) dla E = A, B,C, D, (2.3.44)

gdzie E = 7(E) jest rzutem wzdtuz 7 : U — U na zbioru E na wspéhrzedne (z;, x;), oraz
a= ((ur)1,---, (zzk.)l, ey (uAk)j, ..+, (ug)m) niezaleznie od k = 1,2, 3, 4, gdzie daszek ozna-
cza pominigcie wspotrzednej. To redukuje zagadnienie do przypadku dwuwymiarowego
rozstrzygnietego w pierwszej czesci dowodu. 7Z jego pomocs otrzymujemy natychmiast,
ze nierownos¢ ([2.3.36|) jest spetniona dla obszaréow ograniczonych przez liscie tkaniny W

postaci K = [u, v] dla dostatecznie malych u,v € R™. O

2.3.4 Warunki geometryczne w wyzszych kowymiarach

Ponizsza definicja stuzy za jedno z mozliwych rozszerzen Definicji oraz na przy-
pdek tkanin wyzszych kowymiaréw (Rysunek .
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Definicja 2.38. Niech W = (Fy,..., F,) bedzie n-tkanina okreslona na m-wymiarowej
rozmaitosci gtadkiej M, ktora speinia warunek >, codim F; = m. Przyjmijmy ¢; =

codim F;, m; = 0 oraz m;11 = 22:1 codim F dla ¢ = 1,2,...,n. Zbiér zwarty C' C

Mit1

M, ktory w pewnym uktadzie wspotrzednych speliajacym TF;, = N2, ker dzy dla
wszystkich i = 1,2, ..., n przyjmuje postac iloczynu kartezjanskiego C; x Cy x -+ x C,,
spojnych podzbioréw C; C R% dla j = 1,2,...,n, nazwiemy obszarem ograniczonym
przez liscie tkaniny VW. Dwa takie obszary A, B sa przylegle wzdtuz lisci foliacji F; dla

pewnego ustalonego i = 1,2,...,n, gdy
(1) AU B jest réwniez obszarem ograniczonym przez liScie tkaniny W, oraz

(2) AN B jest domknigtym podzbiorem hiperpowierzchni gladkiej L C M spelniajacej
TF, CTL.

W tym wypadku moéwimy, ze hiperpowierzchnia L dzieli obszar AUB na podobszary A, B.

Rozszerzenie pojecia holonomii unimodularnej tkaniny Wy = (G, . .., G,,) kowymiaru 1
(Definicja na tkaniny wyzszego kowymiaru umotywowane jest spostrzezeniem, ze
wartosci poszczegélnych wspotezynnikéow tensora niejednorodnosci (W, ), w punkcie
p € M wzgledem ustalonej formy objetosci Q € Q™(M) sa w caloSci zdeterminowane
przez zachowanie petli unimodularnych /,,; ; wzgledem foliacji G;,G; zakotwiczonych w
punkcie p dla 7,5 = 1,2,...,m (Definicja , co wynika wprost z Lematu . Gdy
mamy do czynienia z tkaning W = (F,...,F,) dowolnego kowymiaru, to z dowolnym
uktadem wspoéhrzednych ¢(x) = (21, 22, ..., y) spetniajacym TF; = N2 | ker day, dla
i = 1,2,...,n mozemy zwigza¢ lokalng tkaning W, = (Gi,...,Gy,) kowymiaru 1 o fo-
liacjach generowanych przez dystrybucje styczne T'G, = ker dzj. Tensory niejednorodno-
Sci obu tkanin wiaze Twierdzenie [2.17 Orzeka ono w szczegdélnodci, ze wspoélezynniki
obu tensorow wyrazonych przy pomocy notacji wprowadzonej we wzorze przez
KW, Q) = Xis; ki deidxy oraz KW, Q) = Y,z Rij dvdr; spelniaja k; = Ry dla
wszystkich 4,5 = 1,2,...,m takich, ze i # j. Przyjmujac za {p;; petle unimodularne
wzgledem foliacji G;, G, tkaniny W,, zakotwiczone w ustalonym punkcie p € M, odczyta-
nie (W, ) sprowadza si¢ zatem do badania wyrazéw rzedu 3 w rozwinieciach Taylora
tych sposréd kietkéw £, ;, dla ktérych ¢ o j. Rozumowanie to prowadzi nas do nastepu-

jacej definicji.
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Rysunek 2.5: Obszar K ograniczony przez liscie tkaniny W = (F,G) okreSlonej na R3, gdzie
codimF = 1 oraz codimG = 2. Zbiér K przyjmuje posta¢ C; x Co we wspdirzednych prostujacych
W. Hiperpowierzchnie F' and H spelniajace TF = T'F oraz TG C T H dziela ten obszar na podobszary.

Definicja 2.39. Niech M bedzie m-wymiarowa rozmaitosciag gtadka wyposazona w ni-
gdzie nieznikajaca forme objetosci 2 € Q™ (M), niech p € M bedzie ustalonym punktem
oraz niech W = (Fy,. .., F,) bedzie n-tkaning na (M, Q). Przyjmijmy m; = 0 oraz m; =
Zizl codim F, dla j = 1,2,...,nirozwazmy uktad wspéhrzednych ¢(x) = (x1,...,2,) 0
srodku w punkcie p okreslony na zbiorze otwartym U, spetniajacy T'F; = ﬂ?;{r}b 11 ker dxy,
dla wszystkich 7+ = 1,2,...,n. Dla kazdego takiego uktadu okreslmy na zbiorze U, tka-

ning W,, = (G1, ..., Gn) kowymiaru 1 ktérej foliacje G; generowane sa przez dystrybucje

styczne TG; = kerdx; dlai=1,...,m.

(1) Najmniejsza podgrupa normalng #H,., grupy R,., generowanej przez wszystkie od-
bicia unimodularne tkaniny W, w punkcie p € M zawierajacg wszystkie petle uni-
modularne £,,; ; wzgledem foliacji G;, G; tkaniny W, dla tych par 7,j = 1,2,...,m,
ktére zgodnie z notacja wprowadzong w speliaja i % j, nazwiemy grupg

unimodularnej holonomii tkaniny VW w punkcie p wzgledem wspotrzednych .

(2) Niech H, bedzie grupa generowang przez sume mnogosciowa wszystkich grup H,,,,
gdzie ¢ przebiega wszystkie uktady wspéhrzednych (x4, ..., z,,) o srodku w p € M
speliajagce TF; = Mot 1 kerde, dla i = 1,2,...,n, oraz niech 1) bedzie usta-
lonym uktadem wspétrzednych tej postaci. Zdefiniujmy v, : H, — Hyp) Wzorem
V. (f) = o foyp~t. Klasa sprzezonosci grupy 1. H, wewnatrz grupy wszystkich kiel-

kow dyfeomorfizméw w zerze przestrzeni R™ nosi nazwe holonomii unimodularnej

tkaniny W w punkcie p.
Wprowadzone wyzej uogdlnienia pozwalaja nam przenies¢ niemal stowo w stowo Twier-
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dzenie [2.36| na przypadek tkanin wyzszych kowymiardw.

Twierdzenie 2.40. Niech M bedzie m-wymiarowq rozmaitosciq gtadkq oraz niech W =
(F1,...,Fn) bedzie n-tkaning na (M,$) spelniajgcg S, codim F; = m. Nastepujgce

warunki sq rownowazne.
(1) Tkanina W jest lokalnie trywialna.

(2) Dla kazdej pary réznych indekséw i,5 = 1,2, ..., m, dowolnego obszaru K ograniczo-
nego przez liscie thaniny W i dowolnych dwdch hiperpowierzchni L;, L; spetniajgcych
TF;, C L; orazTF; C Lj, ktore dzielg K na cztery podobszary A, B, C, D spetniajgce
(AUB)N(CUD)CL; oraz(AUD)N(BUC) C Lj, objetosci a,b,c,d obszaréw
A, B,C, D wzgledem formy € spelniajq.

ac = bd. (2.3.45)

(3) Dla kazdej pary réznych indeksow i,j = 1,2,...,m, dowolnego obszaru K ograniczo-
nego przez liscie thaniny W i dowolnych dwoch hiperpowierzchni L;, L; spetniajgcych
TF;, C L; oraz TF; C Lj, ktore dzielg K na cztery podobszary A, B,C, D spetnia-
jace (AUB)N(CUD) C L; oraz (AUD)N(BUC) C L; o Q-objetosciach a,b, c,d

2wigzanych rownoscig a + b = ¢ + d, rownosé a = b implikuje a = b = ¢ = d.
(4) Holonomia unimodularna tkaniny W w dowolnym punkcie p € M jest trywialna.

(5) Tensor niejednorodnosci IK(W, Q) tkaniny W wzgledem Q) znika w kazdym punkcie

przestrzeni M.

Uwaga. Naiwny analogon warunku Twierdzenia , ktory brzmi ,dla dowolnego
obszaru K ograniczonego przez liscie tkaniny VW oraz kaidego k = 1,2,...,n istniejg
hiperpowierzchnie L; spetniajgce TF; C TL; dla i = 1,2,...,k ktére dzielg K na 2F
podobszarow o rownych 2-objetosciach”, nie jest rownowazny pozostalym warunkom w
powyzszym twierdzeniu pomimo, ze jest on spetiony przez tkaniny lokalnie trywialne.
Na przyktad: w kowymiarze (1,2) powyzsza wlasno$¢ zachodzi dla wszystkich tkanin
W = (F,G) okreslonych na (M,(), gdzie Q € Q™(M) jest dowolna forma objetosci.
Drzieje sie tak za sprawg wariantu twierdzenia Stone’a-Tukeya o kanapce z szynka, ktory
mozna podsumowaé nastepujaco. Obszar K dzielimy 2-wymiarowym lisciem L foliacji F

na dwa podobszary o réwnych 2-objetosciach. Nastepnie dla kazdego wektora 1 € S
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prostopadtego do TG we wspdtrzednych prostujacych W (Stwierdzenie wybieramy
ptaszczyzne wspdtrzednosciowa H ortogonalna do 7 spetniajaca TG C T'H dzielacy je-
den z podobszaréw na podobszary o réwnych 2-objetosciach, by za pomoca klasycznego
twierdzenia Borsuka-Ulama [27, Corollary 2B.7] odnalezé n dzielacy analogicznie drugi

podobszar.

Dowdéd Twierdzenia [2.40. Dowdd przebiega praktycznie tak samo jak dowdéd Twierdzenia
za wyjatkiem kilku miejsc, w ktorych wymaga on pewnych istotnych modyfikacji.
Ponizej krotko opiszemy caly proces.

Implikacje od przez az do oraz z do wykazuje si¢ w ten sam sposob
co ich odpowiedniki w kowymiarze 1.

By wykazac z warunku zauwazmy, ze holonomia w ogdélnym kowymiarze gene-
rowana jest przez sprzezenia grupy holonomii unimodularnej H,., w pewnym ustalonym
uktadzie p(x) = (v1,x2,...,%,) prostujacym W okreslonej w Definicji Wystarczy
zatem strywializowa¢ grupe H,., dla kazdego takiego uktadu wspétrzednych ¢ dowodzac
tak samo jak w implikacji z warunku do warunku Twierdzenia ze petle uni-
modularne ¢,,,; wzdtuz foliacji Gy, G, tkaniny lokalnej W, = (G, ..., G,,) kowymiaru 1
zdefiniowanej przez TG, = kerdz, dla a = 1,2, ..., m s odwzorowaniami identyczno$cio-
wymi dla kolejnych k = m;+1,...,m;y oraz | = m;+1,...,m;. Wykorzystujac w tym
dowodzie wtasnosé przyjmijmy za hiperpowierzchnie L;, L; dzielgce obszar K liScie
foliacji Gy, G, ktore we wspéhrzednych (xy,...,x,,) przyjmuja postaé¢ poziomic funkcji
T, Ty

Wreszcie, przy zalozeniu prawdziwosci warunku , ustalmy uktad wspotrzednych
¢(x) = (x1,22,...,2y) nNa zbiorze otwartym U spemiajacy TF; = Noir 1 kerdzy, dla
1 = 1,2,...,n, a nastepnie wezmy foliacje G, generowane przez dystrybucje styczne
TG, = kerdzy dla k = 1,2,...,m, ktére sktadaja si¢ na tkaning lokalng W, kowy-
miaru 1 okreslong na U. Przypomnijmy teraz notacje ¢ ~ j okre$lona we wzorze .
Poniewaz grupa holonomii H,,, jest trywialna z zalozenia, petle unimodularne £, ; dla
1 o4 j sa kietkami odwzorowan identycznosciowych. W zgodzie z Twierdzeniem [2.17], row-
no$¢ KW, Q)p, = pro(K(W,, Q))|p = Xiy; Kij do; dxj prowadzi do k;; = 0 dla wszystkich
i o joraz p € M za sprawag Lematu [2.35] Otrzymujemy w ten sposéb doktadnie warunek

(5)} 0
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2.4 Zastosowania w relatywistyce

Niech (M, g) bedzie czasoprzestrzenig, tj. rozmaitoscia gladka wymiaru 4 wyposazona,
w metryke pseudoriemannowska g sygnatury (—+++). W tym dziale zajmiemy sie pew-
nymi szczegolnymi 2-tkaninami W powstajacymi w wyniku ustalenia pojecia jednoczesno-
$ci na (M, g). Przyjrzymy sie ich niezmiennikom w geometrii odwzorowan zachowujacych
indukowany przez g element objetosci dV € Q*(M).

Foliacje F nazwiemy przestrzennopodobng jezeli obciecie metryki g do kazdego sposrod
lisci F jest dodatnio okredlone. Oznacza to, ze liscie foliacji F mogg by¢ traktowane jako
hiperpowierzchnie jednoczesno$ci w czasoprzestrzeni (M, g). Przypisanie kazdemu zdarze-
niu p € M liScia L € Fy zawierajacego p wewnatrz lokalnego uktadu wspotrzednych
okreslonego na zbiorze otwartym U mozna uzna¢ za pomiar lokalnego czasu t wzgle-
dem pewnego obserwatora — méwiac nieprecyzyjnie, sam lis¢ L reprezentuje wtedy stan
$wiata w czasie t. Dopelnienie ortogonalne T F* wigzki T F wzgledem ¢ jest 1-wymiarows,
dystrybucja styczna, a zatem TF* calkuje sie do pewnej foliacji F+ krzywymi (koniecz-
nie czasopodobnymi), ktére mozna interpretowaé jako trajektorie ruchu rodziny obserwa-
toréw eulerowskich. Niech dV = \/—det g bedzie pseudoriemannowska forma objetodci
indukowang przez metryke g. W dalszym ciggu bedziemy rozpatrywaé tkaniny postaci
W = (F, F1) okredlone na rozmaitosci z forma objetosci (M, dV).

Uktady wspétrzednych (t,zq, x9, 23) prostujace W, tj. takie, dla ktérego spetnione sa
TF = N;_, ker dw; oraz TF* = ker dt, nosza nazwe wspétrzednych normalnych (eulerow-

skich) |25]. W tych wspotrzednych tensor metryczny rozktada sie na sume
g=—a’dt* +~, (2.4.1)

gdzie wspélrzedna t parametryzuje liscie foliacji F, wspotczynnik a jest tzw. funkcjq
lapsu, podczas gdy v jest dodatnio okreslong metryka na T'F. W zaleznosci od okolicz-
nosci, foliacje ortogonalng mozna zastapi¢ inng foliacja krzywymi transwersalnymi do F
lepiej dopasowang do napotkanej sytuacji. Powyzszy wybor podyktowany jest gtoéwnie
klarowno$cia prezentacji — uogélnienie wynikéw uzyskanych ponizej jest jedynie kwestia

przeprowadzenia bardziej wymagajacych rachunkow.

Przyklad 2.7. Rozwazmy zewnetrze horyzontu zdarzenn w czasoprzestrzeni Schwarz-

schilda (M, g) w biegunowym uktadzie wspotrzednych (¢, 7,0, ¢), gdzie M = R*\ {r < 2m}
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dla pewnej dodatniej masy m, podczas gdy metryka g zadaje sie¢ wzorem

p_2m m

ydt* + (1 —

)7hdr? + 1?2 d? + r?sin®(0) do”. (2.4.2)
r r

9=~

Hiperpowierzchnie jednoczesnosci {t = ¢} dla ¢ € R definiuja foliacje F rozmaitosci M. Jej
dopehienie ortogonalne F* sklada si¢ z krzywych {r = ¢,,0 = ¢y, = ¢} dla ¢, cg, ¢ €

R, co wynika wprost z diagonalnej postaci metryki g we wspotrzednych. Mamy réwniez
dV =r?sin@ - dt Adr AdO A dg. (2.4.3)

Poniewaz w tym uktadzie wspotrzednych spetnione sg T'F = ker dt oraz TF+ = ker dr N
ker df N ker d¢, Twierdzenie gwarantuje, ze 2-tkanina W okre§lona na (M, dV') jest

lokalnie trywialna.

Przyktad 2.8. Foliacja F statego czasu T w uktadzie wspoétrzednych Gullstranda-Painlevé
(T,r,0, ) na czasoprzestrzeni Schwarzschilda (R x (R3\ {0}),g), w ktérych metryka g
przyjmuje postac
2 2
g=—(1—2)dT? + 2,/ =2 dTdr + dr® + > d6> + 12 sin(6) d¢?, (2.4.4)
r r

jest przestrzennopodobna. Pokazemy, ze 2-tkanina W = (F,F*) na (M,dV) nie jest
lokalnie trywialna. Aby to dowie$¢ zauwazmy wpierw, ze obecny uktad wspoétrzednych nie

spetnia TF+ = kerdr N kerdf N ker d¢. Zamienmy zatem wspéirzedne na wspétrzedne
Lemaitre’a (T, R, 0, ¢) przyjmujac R = %1“3/2 +2mT by sprowadzi¢ g do postaci 1}

g=—dT? +r " dR® + r*d6® + r*sin®(0) d¢®, r= (3R — 3v2mT)*?. (2.4.5)

Nietrywialno$¢ tkaniny W wynika teraz z Twierdzenia [1.2] gdyz tensor niejednorodnosci
pary (W, dV') dla formy objetosci dV indukowanej przez metryke g postaci wspétrzedno-
Sciowej

dV =2(R—v2mT)sin@-dT AdR A df A do (2.4.6)
wynosi K(W,dV) = v/2m(R —/2mT) " 2dTdR # 0. W oryginalnym uktadzie wspétrzed-

nych Gullstrand’a-Painlevé zadaje si¢ on wzorem

KOW,dV) = 3mr=dT? + 3vV2mr =" dTdr. (2.4.7)
Poniewaz g(a%, 8%) = —1, zmienng T mozna interpretowaé jako czas wtasny obserwato-

row eulerowskich spadajacych radialnie do nierotujacej, nienatadowanej czarnej dziury.

W miare zblizania sie do osobliwosci tensor niejednorodnosci ro$nie nieograniczenie.
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Lokalna trywialnoéé tkaniny W = (F, F1) na (M, dV) ma pewne znaczenie w relaty-
wistycznej mechanice ptynow, gdzie réwnania ruchu ptynu we wspoétrzednych prostujacych
tkanine W to m.in. prawa zachowania energii i pedu , ktorych postaé¢ w
sposob nietrywialny zalezy od formy objetosci dV czasoprzestrzeni M. Prawa te, wyrazone
w notacji wprowadzonej w [4, Part 11] oraz przy pomocy konwencji sumacyjnej Einsteina,
redukuja sie do

V1% =0, (2.4.8)

dla tensora energii-pedu T' zgodnego z pewnymi ustalonymi zwigzkami konstytutywnymi,
gdzie V, oznacza pochodng kowariantng koneksji Levi-Civity metryki g. Powyzszy wa-
runek na dywergencje tensora T wprowadza do postaci wspotrzednosciowej powyzszego
rownania czynniki zwiazane z gestoscia objetosci lorentzowskiej dV'. Przyjmujac, ze in-
deksy zerowe rozpatrywanych pél tensorowych odpowiadaja wspotczynnikom czasopo-
dobnym, natomiast indeksy i, j, k = 1, 2, 3 — wspotczynnikom przestrzennopodobnym, we

wspolrzednych eulerowskich otrzymamy réwnowazny uktad réwnan [3§]

%(aii,ylﬂTOO) + %(a371/2T0j> — ’71/2052(%04)T00 . %VI/QQ(%QJ'QTM (249)
J
%(&371/27%'0) + %(a?),yl/QTij) _ %71/20539%(%@2)7700 _ 71/2a3gik(%gjk)Tj0
J
— 2P TR — T 2 (41/20) (2.4.10)

+ 2T0i71/2a2(%a) + 2053Tij(3%j71/2)7

1/2 to

gdzie a jest funkcja lapsu, I’;k to symbole Christoffela koneksji V,, podczas gdy ~
gesto$é przestrzennopodobnego elementu objetosci na T'F indukowanego przez dV .

Jezeli tensor niejednorodnosci (W, dV') tkaniny W okreslonej na poczatku tego
dziatu znika wszedzie, to dzieki Twierdzeniu mozna odnalez¢ taki uktad wspotrzed-
nych (¢, 1,1y, x3) spehniajacy TF = kerdt oraz TF+ = N;_ kerz;, w ktérym gestodé

elementu objetoéci dV = ay'/2dt A dxy A dzs A dxg staje sie stata. To znacznie upraszcza

powyzsze réwnania, catkowicie eliminujac ich zaleznosé od v/2. Przy zatozeniu ay'/? = 1

réwnania (2.4.9) i (2.4.10) redukuja si¢ do

i (Q7T) + - (a’TY) = 5(50) T — 5(59) T (2.4.11)

%(Q2Ti0) + %(O}T”d — %CYQgik(%aQ)TOO - Oé2gik(%gjk)Tj0 (2 ) 12)
— o1, T7% — (%QQ)TU :
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Ta posta¢ réwnan bardziej sprzyja obliczeniom numerycznym. W szczegolno$ci, mniej-
sza liczba sktadnikéw pozwala zredukowaé btedy numeryczne, gdy funkcja a? oraz wspol-
czynniki metryki v dobrze zachowuja sie w nowych wspotrzednych. Co wiecej, gdy znamy
a? oraz vy, pracujac ze zredukowanym ukladem réwnan unikamy liczenia pierwiastkow
oraz wyznacznikow w celu ewolucji tensora energii-pedu T' w czasie. R6wnania mozna
dalej uprosci¢, gdy przy wyborze foliacji F zadbamy o to, by dopelnienie ortogonalne
F+ foliacji F byto foliacja catkowicie geodezyjng. Wtasno$é ta wyrazona w terminach
powyzszych parametréw sprowadza si¢ do réwnosci doyrr = 0, co dowodzi si¢ na podsta-
wie tozsamosci g(V,n,v) = dlog a(v) prawdziwej dla kazdego pola wektoréw normalnych
n € TF* dhugosci ||n||, = —1 oraz kazdego v € TF [25, (4.19)]. W tym wypadku li-
écie foliacji ortogonalnej F+ sa geodezyjnymi koneksji Levi’ego-Civity. Foliacje F o tej
wlasnosci nazywa sie cieciem geodezyjnym czasoprzestrzeni |25 10.2].

Zauwazmy jeszcze jeden wazny, cho¢ tatwy do przeoczenia fakt: koneksja V nie jest
w ogolnosci koneksja zgodna z (W, dV') (Definicja [2.3). Dzieje sie tak wtedy i tylko wtedy,
gdy obie foliacje F oraz F* sa catkowicie geodezyjne, tzn. gdy dla wszystkich X, Z €
[(TF) oraz Y,W € I'(TF*) zachodzi

VX € TN(TF), VwY € [(TFh). (2.4.13)

Warunek ten jest rownowazny rownosciom dajrr = 0 oraz K;; = i%%'j = 0 dla
1,7 =1,2,3. W konsekwencji nie zawsze mozliwe jest zbadanie lokalnej trywialnosci tka-
niny W Kkorzystajac jedynie z tensora Ricciego koneksji Levi’ego-Civity, co moga mylnie
zasugerowa¢ wyniki dzialu 2.1.5] Jest to mozliwe jedynie w pewnych wyjatkowych geo-
metriach czasoprzestrzeni — takich, ktoére dopuszczajg podzial na zmienne czasowe i prze-

strzenne zgodny z powyzszymi réwnaniami na wspotezynniki metryki g gwarantujacymi

catkowita geodezyjnosé foliacji F, F*.
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Rozdziat 3

Niezmienniki geometryczne struktur

bilagranzowskich

3.1 Definicje i podstawowe fakty

Niech (M,w) bedzie rozmaitoécia symplektyczna wymiaru 2n dla pewnego n € N. Fo-
liacje F nazywamy foliacjg lagranzowskq, jezeli wszystkie liScie L foliacji F sa podroz-
maitodciami lagranzowskimi rozmaitoéci (M,w), tj. gdy wyr = 0 oraz dim L = n. Para
W = (F, G) foliacji lagranzowskich rozmaitosci (M, w), ktérych liscie przecinaja sie trans-
wersalnie w kazdym punkcie p € M, tworzy 2-tkanine lagranzowskq [48] na (M,w).
Strukture (M, w, F,G) okredla sie mianem struktury bilagranzowskiej lub rozmaitosci bi-
lagranzowskiej [21].

Na rozmaitosciach symplektycznych (M, w) definiuje sie koneksje symplektyczne [50,
51| jako beztorsyjne koneksje afiniczne V spehiajace Vw = 0. Kazda struktura bilagran-
zowska (M,w,F,G) wyposazona jest w jednoznacznie wyznaczona koneksje symplek-

tyczng V paralelizujaca obie foliacje F,G w sensie ponizszej definicji.

Definicja 3.1 ([21, |50]). Niech (M,w,F,G) bedzie rozmaitoscia bilagranzowska. Ko-
neksja V jest koneksjg bilagranzowskq struktury (M,w,F,G) (lub koneksjg kanoniczng

rozmaitosci bilagranzowskiej (M,w, F,G) [51]) jezeli spelnione sa nastepujace warunki:
(1) V jest prawie symplektyczna, tzn. Vw = 0 [51],
(2) V,I'(TF) CTF oraz V,I'(TG) C TG dla kazdego v € T M,
(3) VxY — VyX = [X,Y] dla kazdego X € I'(T'F) oraz Y € I'(TG).
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Dziatanie koneksji bilagranzowskiej V na wigzce stycznej T'M jest w calosci zdetermi-
nowane wlasnosciami (1) — (3). Dzialanie to mozna zwigzle opisa¢ wykorzystujac pewne
naturalne odwzorowania wiazek indukowane przez strukture bilagranzowska (M, w, F,G).
Ich konstrukcje przedstawimy ponizej.

Poniewaz liscie foliacji F oraz G sg tego samego wymiaru rownego % dim M oraz przeci-
naja sie transwersalnie, wigzka styczna rozkltada sie na sume Whitneya dwéch podwiazek

TM =TF &TG. Oznaczmy rzutowania na kolejne sktadowe przez
wr:TM — TF; v vr, mg:TM — TG; v— vg, (3.1.1)

gdzie v = vy + vg dla wektorow vy € T'F, vg € TG. Rozklad ten umozliwia naturalne
utozsamienie wiazki ilorazowej vF = TM/TF z wiazka TG oraz vG = TM /TG 7 wiazka
TF. Co wiecej, obciecia izomorfizmu TM ~ T*M danego wzorem v +— v sw = w(v, ) do

wiazek T'F oraz T'G opuszczaja sie do izomorfizméw
a:TF— (TM/TF)" ~T"G, B:TG— (TM]TG)" ~T*F. (3.1.2)

Gdy v € T,F oraz w € T,G dla pewnego p € M, obrazy «a(v),3(w) tych odwzoro-
wan rzeczywiscie sa elementami (T'M /T F)*, (T M/TG)* odpowiednio, gdyz (v Jw)(v') =
(w sw)(w') = 0 dla wszystkich v' € T,F oraz v’ € T,G. Po identyfikacji powyzszych
przestrzeni dualnych z T*G oraz T*F za pomoca rzutowan mr,mg odwzorowania «, (3
przyjmuja postaé

a(v) = (v aw)irg, B(w) = (wsw)rr. (3.1.3)

To, ze odwzorowania te sg izomorfizmami, nietrudno zweryfikowaé¢ badajac ker a oraz
ker 8. Biorac v € T'F taki, ze a(v) = 0, otrzymujemy w(v, w) = 0 dla wszystkich w € T'G.
Skoro v nalezy do podwiazki lagranzowskiej T'F wiazki stycznej, réwnosé w(v,u) = 0
zachodzi takze dla u € TF, a wiec tacznie otrzymujemy w(v,u + w) = 0 dla wszystkich
wektorow u +w € TF & TG = TM. To natychmiast daje v = 0 z niezdegenerowania
formy w. Poniewaz odwzorowanie « jest monomorfizmem miedzy wigzkami tego samego
wymiaru, jest ono izomorfizmem wigzek. Dowdd dla odwzorowania [ przebiega niemal
identycznie.

Odwzorowania «, 8 dane w (3.1.2)) nie sa niezalezne. Niech * : (T*F)* = TF —

(T'G)* bedzie odwzorowaniem dualnym do 3 : TG — T*F. Zauwazmy, ze dla dowolnych
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v € TF oraz w € TG zachodzi

pr)(w) =vab(w) =vaw(w,:)

= w(w,v) = —w(v,w) = —a(v)(w).

(3.1.4)

Rachunek ten natychmiast prowadzi do réwnosci a = —*.

Stwierdzenie 3.2 ([28| 50]). Niech (M,w,F,G) bedzie rozmaito$cig bilagranzowskq oraz

niech o, B, mr, mg bedg odwzorowaniami okreslonymi w (3.1.1)) oraz (3.1.2). Dziatanie ko-
neksji bilagranzowskiej V struktury (M,w,F,G) na wigzce stycznej TM jest jedynym

rozszerzeniem R-liniowym wzordw
(a) Vx,Yg =mg([Xr,Yg]) dla X5 € T(TF) oraz Yy € T(TG),
(b) Vx,Yr = 77([Xg, VF]) dla Xg € T(TG) oraz Yz € T(TF),
(¢) Vx,Yr =a Y (Vx, (a(VF)) dla X5 € T(TF) oraz Yr € T(TF),
(d) Vx,Yo =B (Vx,(8(Yg))  dla Xg € T(TG) oraz Yg € T(TG).

W drugq strone: koneksja ¥V, ktorej dziatanie na wigzce stycznej jest R-liniowym roz-
szerzeniem wWzorow @ - , jest dobrze okreslong koneksjqg bilagranzowskq struktury

(M,w,F,G).

Uwaga. We wzorze (d) ciecie V x¢ dla dowolnej 1-formy ¢ € I'(T*G) oraz pola X € T'(T'F)
okresla wzorem
(Vx&)(w) = X¢{(w) — E(Vxw)
= X¢{(w) = {(mg[X,w])  dlaw e I(TG)

(3.1.5)

imitujacym regute Leibniza. Analogicznie okreslamy Vyn dlan € I'(T*G) oraz Y € I'(TG).
By definicje te byty niesprzeczne z reguty Leibniza koneksji V, konieczna jest poprawnosé

WZOrow @ oraz @ Wykazemy ja w pierwszej kolejnosci.

Dowdd. Niech V bedzie koneksja bilagranzowska o wlasnosciach (1)) — (3) z Definicji B.1}
Aby uzyskaé @ oraz @, zastosujmy kolejno rzutowania mr oraz mg do wtasnosci

koneksji bilagranzowskich. Stosujac 7z otrzymamy réwnosé

Wg[X]:,Yg] = Tig VXFYQ —Tg VYQX]::VX]__YQ—O (316)
N—— N—_——
€r(Tg) el (TF)
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dzieki wtasnosci koneksji bilagranzowskich. Udowodnienie oraz @ wymaga wyko-
rzystania regulty Leibniza dla wyrazenia (V,w)(u,w) dla odpowiednio dobranych argu-

mentéw u, w. Wyrazenie to jest rowne
(Vyw)(u, w) = vw(u, w) — w(Vyu, w) — w(u, V,w). (3.1.7)
Ktadac v = Xx oraz biorac dowolne ciecie w € I'(T'G) otrzymujemy

a(Vx, Yr)(w) =w(Vx,.Yr,w) = Xrw(Yr,w) —w(Yr, Vx,w) — (Vx,w)(Yrw)
Vxr(aYr)(w) = Vx,(Yrow)(w) = Xrw(Yr,w) —w(Yr, Vx,w).
(3.1.8)

Przyréwnanie (Vx,w)(Yr, w) do zera z wlasnosci koneksji bilagranzowskich prowa-
dzi do réwnosci a(Vx,Yr) = Vx,(aYz), ktéra jest tozsama ze wzorem (d) z uwagi na
odwracalnosé¢ a. Wzor @) dowodzi sie analogicznie.

Niech teraz V bedzie koneksja o dziataniu danym przez R-liniowe rozszerzenie wzoréw
@ - @ Zauwazmy, ze dla dowolnej 1-formy ¢ € I'(T*G) oraz pola wektorowego X €
[(TF) forma V x¢ dana wzorem jest dobrze okre$lonym cieciem wigzki T*G, a wiec
mozliwe jest przylozenie do niej odwzorowania a~! zgodnie ze wzorem @ To, wraz
z analogicznym faktem dla pary n € I'(T*F),Y € I'(T'G) dowodzi, ze zlozenia we wzorach
, maja sens. Definicja koneksji V jest zatem poprawna. Z jednoznacznosci rozktadu
pél wektorowych XY € X(M) na sumy X+ Xg oraz Yr+Yg dla X5, Yz € T'(TF) oraz
Xg,Yg € T'(TG) otrzymujemy

VXY:VX]_.Y]:‘FVXQY]:‘FVXFYQ—FVXQYQ. (319)
—_—— —— —— e —
er(TF) el(TF) er(Tg) er(71g)

Gdy Y € I'(TF), mamy Yg = 0, co implikuje VxY € I'(T'F) dla dowolnego X € X(M).
Postepujac analogicznie dla Y € I'(T'G) uzyskujemy lacznie, ze V spehia wlasnosé (2)
koneksji bilagranzowskich. Wtasnos¢ dowodzimy bezpos$rednim rachunkiem: zgodnie

z definicja V dla dowolnych X € I'(T'F) oraz Y € I'(T'G) mamy
VY — VyX = mg[X, Y] — 7#[Y, X] = n[X, Y] + 72X, Y] = [X,Y].  (3.1.10)

Wtasnosé (1)) jest bezposrednia konskwencja réwnosci (3.1.8)) prawdziwej dla dowolnej ko-
neksji afinicznej V. Laczac ja ze wzorem @ uzyskujemy (Vxw)(Y, Z) = 0 dla dowolnych
XY €e (TF)oraz Z € I'(TG). Dla Y, Z € I'(TF), dzigki wykazanej wczes$niej whasnosci
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koneksji bilagranzowskich oraz temu, ze T'F jest rowna swojemu dopetnieniu skoé$nie-
ortogonalnemu TF* = {v € TM : Vyerr w(v,w) = 0} jako przestrzen styczna do foliacji

lagranzowskiej, otrzymujemy

(Vxw)(Y, Z) = Xw(Y, Z) ~w(VxY ., Z) —w(Y, VxZ) =0 (3.1.11)
— ~— N——
=0 er(TF) er(TF)

Analogiczny rachunek dla Y, Z € T'(T'G) dowodzi wreszcie, ze Vxw = 0 dla X € I'(T'F).
Podobne obliczenia dla odwzorowania 3 prowadza do Vyw = 0 dla wszystkich Y € I'(T'G),

co tacznie daje szukang rownosé Vw = 0. n

Zauwazmy, ze zgodnie z wykazanym wyzej stwierdzeniem dla dowolnego liscia L foliacji
F dziatanie koneksji bilagranzowskiej V na cofnieciu ¢; T'G wiazki T'G wzdtuz zanurzenia
v, L — M to doktadnie (sprzezone rzutowaniem mg) dziatanie koneksji Botta D7 wzdtuz
liscia [28]. Dzialanie to zostalo szerzej opisane w Rozdziale [1.1.1]

Zauwazmy réwniez, ze koneksja V jest beztorsyjna [51, Proposition 3.1]. Jednym ze
sposobéw na wykazanie tego faktu jest zastosowanie wtasnosci koneksji bilagranzow-

skich z Definicji [3.1] oraz prawdziwej dla wszystkich XY, Z € X(M) tozsamosci
dw(X,Y,Z) = w(T(X,Y),Z) + w(T(Y, Z), X) + w(T(Z,X),Y), (3.1.12)

wiazace]j torsje 1" koneksji afinicznej V z dowolng 2-forma w speliajaca Vw = 0. Wy-
bierajac bowiem pola wektorowe X,Y € I'(T'F) oraz Z € I'(TG), z réwnoéci dw = 0,
T(X,Z) = 0oraz T(Y,Z) = 0 otrzymujemy w(7T(X,Y),Z) = 0. Poniewaz z wlasnosci
koneks;ji bilagranzowskich zachodzi T'(X,Y) = VxY — Vy X € I'(TF) mamy réwniez
w(T(X,Y),Z) = 0dla Z € I'(TF) dzigki temu, ze TF jest podwiazka lagranzowska.
Z niezdegenerowania formy w mamy wiec T'(X,Y) = 0 dla dowolnych X,Y € I'(T'F). Za-
mieniajac rolami foliacje F i G otrzymujemy réwniez T(X,Y) =0 dla X, Y € I'(TG), co
w polaczeniu z wtasnoscia (3)) koneksji bilagranzowskich z liniowosci prowadzi do znikania
torsji V.

Powyzsza uwaga o znikaniu torsji, wraz z Definicjg [3.1]| oraz Stwierdzeniem cha-
rakteryzuja V jako jedyna (beztorsyjna) koneksje symplektyczna [22] rozszerzajaca obie
koneksje Botta D¥, DY stowarzyszone z 2-tkaning lagranzowska W = (F,G). Jak wspo-
mnuieliSmy w Rozdziale [I.1.1] koneksje Botta sa plaskie wzdtuz lisci tkaniny W. Ten sam

fakt dotyczy rowniez koneksji bilagranzowskich V, co wynika wprost z ponizszego lematu.
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Lemat 3.3. Niech (M,w, F,G) bedzie rozmaitosciq bilagranzowskq wymiaru 2n oraz niech
(T1y oo Ty Y1,y - -+, Yn) bedzie lokalnym ukladem wspdtrzednych na M spelniajgcym TF =
Nizq ker dy; oraz TG = (j_ kerdz; dlai,j=1,...,n. Wiedy

)

(a) pola wektorowe (X, 5.-)i';—1 tworzq reper réwnolegly wzgledem koneksji V. wzdtuz
7 %

kazdego liscia foliacji F,

(b) pola wektorowe (%, X)) j=1 tworzq reper réwnolegly wzgledem koneksji V wzdtuz

kazdego liscia foliacji G,

gdzie przez Xy oznaczamy pole hamiltonowskie funkcji gladkiej f € C*(M) wyznaczone

rownoscig w(Xy,-) = df.

Dowdéd. Rozpatrzmy bez utraty ogdlnosci jedynie czesé @ lematu. Ustalmy pole wekto-
rowe v € ['(T'F). Zauwazmy, ze Vva%i = 0 ze wzoru () w Stwierdzeniu dla kazdego
indeksu ¢ = 1,2, ..., n. Nastepnie, wykorzystujac wtasnosé koneksji bilagranzowskich
z Definicji uzyskujemy V,X € I'(TF) dla dowolnego X € T'(T'F), co sprawia, ze dla
kazdej funkcji gtadkiej H € C°°(M) spetiajacej dHrr = 0 zachodzi réwnosé

(Vo dH)(X) =vdH(X) —dH(V,X)
=vdH(Xg) —dH(V,X7) — dH (mg[v, Xg]) (3.1.13)
=vdH(Xg) — dH([v, Xg]|) = d(dH)(v, Xg) + Xg(vH) = 0,
gdzie X € X(M) zapisaliSmy jako X = Xz + Xg dla jednoznacznie wyznaczonych

Xz € I'(TF) oraz Xg € I'(TG). Zauwazmy, ze w tej sytuacji mamy réwniez V, Xy = 0
ze Wzoru @ w Stwierdzeniu gdyz

VoXy =a 'Vy(aXy) =a H(V,dH) = 0. (3.1.14)
Ktadac H = y; dlai=1,2,...,n otrzymujemy teze. O]

Istnienie reperéw rownolegtych wzgledem V wzdhuz lisci foliacji F,G sprawia, ze
endomorfizm krzywizny Riemanna R(X,Y’) koneksji V jest zerowy dla par pdl wek-
torowych XY € I'(TF) oraz X,Y € T'(TG). Fakt ten odzwierciedla si¢ w postaci
wspotrzednosciowej wyrazenia na krzywizne koneksji V wewnatrz uktadu wspotrzednych
(T1,. s Tn, Y1, -+, Yn) spetniajacego TF = i, kerdy; oraz TG = Nj_, kerdx;, ktéra

podamy w ponizszym stwierdzeniu. Jest ona znana i zostata obliczona miedzy innymi w
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128, 51]. My wykorzystamy w tym celu metode reperu ruchomego Cartana |13, 31] oraz
pewien naturalny wzgledem struktury 2-tkaniny W = (F, G) rozktad operatora rézniczki
zewnetrznej na sume d = d, + d, dwoch operatoréw czesciowych d,, d,, ktorych dziatanie
na (p+q)-formach n € QPT4(M) postaci f(x,y) dz;, A---Adx;, Ady;, A- - - Ady;, sprowadza
sie do zastosowania intuicyjnego wzoru
d.n = ?:1(%(:16734) dr;) Ndxy A--- Ndxg, Ndy;, N --- A dy;,, ( )
’ 3.1.15
dyn = Z?Zl(g—?fj(x,y) dy;) Ndzi, A - Ndxg, Ndyy, A - Ady;,
we wspotrzednych powyzszej postaci. Operatory te mozna scharakteryzowaé jako jedyne
rézniczkowania algebry z gradacja Q* (M) spelniajace d,d, + d,d, = 0 oraz d2 = d; =0,
ktérych dziatania na funkcjach gtadkich f € C*°(M) okreslone sg wzorami d, f(v) = vrf
oraz d,f(v) = vgf dla dowolnych v = vr + vg € TM w rozktadzie na vy € T'F oraz
vg € TG [26]. Wykorzystujac je w ponizszych obliczeniach uzyskamy wyjatkowo prosta,

posta¢ macierzy 1-form koneksji V oraz 2-form jej krzywizny.

Stwierdzenie 3.4 (patrz réwniez [28, 51]). Niech (M,w,F,G) bedzie rozmaitoscig bi-
lagranzowskq wymiaru 2n wyposazong w koneksje kanoniczng ¥V oraz niech (xy, ..., Ty,

Yi,- .., Yn) bedzie ukladem wspdlrzednych spetniajgcym TF = i, kerdy; oraz TG =

1 ker dx;. Oznaczmy przez A macierz wymiaru nxn o wspotczynnikach Ay = w(a%i, %).
Macierz 1-form o koneksji V wzgledem reperu wspdlrzednosciowego to
(dA-A™HT 0
o= , (3.1.16)
0 (A~ d,A)
podczas gdy macierz 2-form jej krzywizny to
dy(d,A- A~ 0
0= , (3.1.17)
0 d. (A7t d,A)

gdzie dziatanie operatorow d,,d, na macierzach okreslamy poprzez przyloZenie ich do

wszystkich wyrazow macierzy z osobna.

Dowadd. Elementy w blokach poza gtéwna przekatng macierzy o sa zerowe, poniewaz V
zachowuje T'F oraz T'G dzigki wtasnosci koneksji bilagranzowskich z Definicji . By
odnalez¢ pozostate elementy, uzyjmy Lematu [3.3] oraz Stwierdzenia [3.2] by zrézniczkowaé

2 oraz 